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1. FEJEZET
A statisztika alapjai

A témdhoz tartozo6 legfontosabb definicidk az 1.3. feladat megoldasaban olvashatok.

1.1. (M)

a) Menjiink az ablakhoz és becsiiljiik meg a templom (vagy a szemkozti haz, vagy egy nagy
fa stb.) magassagat!

b) Adjunk a magassdgnak egy értéket az Osszes didk becslése alapjan! (Képzeljik el, hogy a
vizsgalandé épiilet tobbé nem érheto el a szamunkra, és a didkok becslésén kiviil mas informa-
ci6hoz nem juthatunk hozza!)

1.2. (M) Adott az {1;3;8} szamsokasag. Hatdrozzuk meg azt az = szamot, amelynek a szam-
sokasagtol vald

a) atlagos négyzetes eltérése;

b) atlagos abszolut eltérése

minimalis!

1.3. (M) Adott az

{1;3;8;12}, {z1; 20523, 520}

szamsokasag.
Hatérozzuk meg azt az x szdmot, amelynek a szamsokasigtol vald
a) atlagos négyzetes eltérése;
b) atlagos abszoluit eltérése
minima&lis!

1.4. (M) Adjunk meg olyan szamsokasdgot, amelynek
a) atlaga 3, medidnja 2;
b) atlaga 3, medidnja 2, szérdsa 5;
c) atlaga 3, medidnja 2, médusza 1!

1.5. (M) [16] Egy osztalyba 21 ldny és 9 fit jar. A lanyok dtlagmagassdga 171 cm, a fitiké 182
cm. Mekkora az egész osztalyra vonatkozd atlagmagassig?

1.6. (M) [15] Egy 72 megfigyelés eredményét rogzité szdamsokasidg médusza 54, medidnja 54,5,
atlaga 55,7. A 73. megfigyelés eredménye 56.

a) Megadhatoé-e az 1j, 73 egyedbél allé szédmsokasig modusza, medidnja és atlaga?

b) Gondoljuk végig a feladatot abban az esetben is, amikor feltételezziik, hogy a szdmsokasag
elemei egész szamok!

1.7. [15] Adjunk meg 13 darab pozitiv egész szamot ugy, hogy a medidnja 2, az atlaga 1999
legyen! Létezik-e ilyen sokasag, ha azt is megkoveteljiik, hogy egyetlen médusza legyen, és annak
értéke

a) 1, b) 2, c) 2000, d) 6000

legyen?

e)Mennyi lehet maximum a médusz?



1 fejezet. A statisztika alapjai

1.8. [15] Egy 16 f6s csoportban a kémia atlag 3,81 volt. (Két tizedesre kerekitve.) Tudjuk, hogy
senki sem bukott meg.

a) Legfeljebb hanyan kaphattak kettest?

b) Biztos-e, hogy volt valakinek 6tose?

c)* Igaz-e, hogy ha a mddusz 4, akkor a median is 47

1.9. [15] Egy nyolc elemii szdmsokasidg medidnja M = 3,8. Mi mondhat6 a medidanrdl, ha
kilencedik szamelemként hozzavessziik a 4-et?

1.10. (M)

a) Adottak a sikon az A(1;5), B(7;10), C(4;12) pontok. Hatarozzuk meg a sik azon P pon-
tjanak koordinatait, amelyre a PA? + PB? + PC? kifejezés értéke minimélis!

b) Oldjuk meg a feladatot az A(ai;asz), B(b1;ba), C(c1;c2) dltaldnos ponthdrmassal is!

1.11. Hatarozzuk meg ebben a tanévben a matematikédbdl kapott jegyeink atlagat, méduszat,
medidnjat és szorasat!

1.12. (M) Egy H szamsokasig atlaga T = 3, szérdsa D = 5. Meghatdrozhat6-e ezekbdl az
adatokbdl az y = 11 szamnak a H sokasigtdl vald atlagos négyzetes eltérése?

1.13. (M) Tekintsiink egy szamsokasagot! Hogyan valtozik a szdmsokasig medidnja, médusza,
atlaga, terjedelme és szordsa, ha a szamsokasidg minden elemét
a) 3-mal megnoveljitk ? b) 3-mal megszorozzuk?

1.14. (M) Mit mondhatunk arrdl a szamsokasagrol, amelynek szérdsa 07

1.15. (M) [11] A megadott osztélyzatok alapjan szémitsuk ki az aldbbi hadrom tanulé jegyeinek
atlagat, moéduszat, medidnjat és szérasat!

l.tanuls 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3
2. tanulé 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4
3.tanulé 1, 1, 2, 2, 3, 3, 3, 4, 4, 5 5

1.16. (M)

a) Hatdrozzuk meg a {3;7} szdmsokasig szorasat!

b) Az elemeket Otszor vessziik, igy kapjuk a {3;3;3;3;3;7;7;7;7;7} szdmsokasdgot. Hogyan
valtozik a széras?

c) Vesziink még két hetest: {3;3;3;3;3;7;7;7;7;7;7; 7}. Hogyan valtozik a szords? N&, csokken
vagy valtozatlan marad? El6bb tippeljink, azutan szamoljunk!

1.17. (M) [13]

Azt mondjuk, hogy az a sarajobb b-nél (jelben: a<¢b), ha a szdmsokasdgban a és b atlagatol a
felé tobb elem van, mint b felé. Azt mondjuk, hogy az a szdm a {z1; x2; x3;. .. x,} szdmsokasigra
vonatkozoan siralegjobb, ha nem létezik olyan b # a szam, amelyre b < ja. Van-e saralegjobb
elem az 1.2-1.3. feladatok szamsokasagaihoz?



2. FEJEZET
Kisérletek

2.1. Harom kockat dobunk fel. Mindenki 20-szor dob, dsszesen tehat 20n-szer, ahol n a csoport
létszéama. Alabb n = 15-tel szadmolunk, tehat osszesen 300 dobéssal.

a) A kisérlet elvégzése el6tt tippelni kell, hogy az aldbbi események hanyszor fognak bekovetkezni:
esemény 20n = 300-b4l hanyszor
Mindharom egyforma
Mind kiilénb6z6
Két egyforma, a harmadik kiilénb6z6
Van koztiik hatos
Se 6t6s, se hatos nincs koztiik

A harom szam 0Osszege legalabb 11
A harom koziil a legkisebb(ek) egyes(ek)
A harom koziil a legkisebb(ek) kettes(ek)
A harom koziil a legkisebb(ek) harmas(ok)
A harom kozil a legkisebb(ek) négyes(ek)
11. | A harom koziil a legkisebb(ek) 6t6s(6k)
12. | A harom koziil a legkisebb(ek) hatos(ok)
b) Hogyan dontsiik el a végén, hogy ki tippelt a legjobban?
c) Kezdjiik el a kockadobast, toltsiik ki az aldbbi adatlapot!

1) 23] 4] 5] 6] 7| 8] 91011
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2 fejezet. Kisérletek

12 113|114 |15 |16 | 17| 18 | 19 | 20 | Osszesen

kockak:
Y =

.V kil
241

. 36

. A5,6
Ly >11
. min =1

. min = 2

. min = 3
10. min =4
11. min =5
12. min =6

A f6ls6 iires sorba kell beirni a hdrom kockdn lathaté szdmot, a tobbi rubrikdba x irandd,
ha az az esemény bekovetkezett, iiresen hagyandd, ha nem kovetkezett be. A legutolsé oszlopba
a megfelel6 sorban taldlhaté x—ek szaméat kell irni. Az utolsé oszlopba irt szamokat a tablan
Osszesithetjiikk hogy megkapjuk a teljes, 20n, azaz 300 elembdl 4ll6 minta adatait.

d) Szamoljuk ki az egyes események matematikai esélyét!

2.2. Feldobunk 6t pénzérmét és felirjuk a fejek szaméat. Végezze el minden didk a kisérletet
30-szor, Osszesen tehat 30n-szer, ahol n a csoport létszama!

Tippeljiik meg elére

a) a kapott szamok (30n db szam) 4tlagat és

b) szérasat, valamint

c) rendre azt is, hogy hényszor kaptunk a 30n-bél 0, 1, 2, 3, 4 ill. 5 fejet!

a 30n szam a fejek szamanak eloszlasa
atlaga ‘ szorasa | 0 fej ‘ 1 fej | 2 fej ‘ 3 fej ‘ 4 fej ‘ 5 fej

d) Most végezziik is el a kisérletet!
sorszdm: | 1|2 |3 [4|5[6|7[8[9]10]11]12]13 [ 14|15 |
fejeke szdma: [ || ] ] ] [ [ o

e) Szamitsuk ki adatsorunk atlagit és szérasat!
f) Osszesitsiik sajat eredményeinket !
Fejek szama: |0 |1]2[3]4|5| %
Gyakorisag: ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 30
g) Készitsiink egy nagy tabldzatot a tablara, amelybe mindenki beirja sajat eredményeit!
Osszesitsiik a csoport eredményét!

Didk fejek szama a 30 szam
0112|345 > || Atlaga | szoérasa

1. (gyakorisagok): 30

2. (gyakorisdgok): 30

3. (gyakorisagok): 30

:n. (gyakorisagok): 30

Osszesen: 30n




2 fejezet. Kisérletek

h) Hatarozzuk meg a 30n szam atlagit és szérdsat, valamint az egyes kimenetelek — 0 fej, 1
fej, ...5 fej — relativ gyakorisigait!

i) Igaz-e, hogy az egyes didkok &altal kapott dtlagok dtlaga megegyezik a csoport éltal kapott
30n szam atlagaval?

Jj) Igaz-e, hogy az egyes didkok altal kapott szérdsok atlaga vagy Osszege megegyezik a csoport
altal kapott 30n szam szérdsanak atlagaval vagy Osszegével ?

k) Hogyan lehetett volna hatékonyan elzetesen megtippelni az egyes kimenetelek relativ
gyakorisagait ?

1) Hogyan lehetett volna hatékonyan el6zetesen megtippelni a 30n szdm atlagat és szordséat?

2.3. Egy pénzérmét addig dobunk fel, amig fejet nem dobunk és felirjuk az ehhez sziikséges
dobasok szamat. A kisérletet minden didk 30-szor végzi el, Osszesen tehat 30n-szer, ahol n
a csoport létszama. Alabb egy n = 15 f6s csoportlétszammal dolgozunk, tehat Gsszesen 450
kisérlettel.
a) A kisérlet elvégzése el6tt tippelni kell, hogy az alabbi események hanyszor fognak bekovetkezni
a 30n = 450 kisérlet koziil (toltstik ki az alabbi tdblazat harmadik — elsé iires — oszlopat!)
esemény 30n-bdl hanyszor | 30-b4l én hanyszor
1-szer kellett dobni
2-szer kellett dobni
3-szor kellett dobni
4-szer kellett dobni
5-sz0r kellett dobni
6-szor kellett dobni
7-szer kellett dobni
8-szor kellett dobni
9. | 9-szer kellett dobni
10. legalabb 10-szer
b) Arra is tippeljiink, hogy atlagosan hanyadikra jon ki az els6 fej!
c) Végezzik el a kisérletet (toltsiik ki a fenti tablazat negyedik oszlopét!), majd a tablan
készitsiink Osszesitést a 30n kisérletrdl!
d) Szamoljuk ki az egyes események matematikai esélyét!
e) Szamoljuk ki, hogy a valésziniiségek alapjat dtlagosan hanyadikra jon ki az els6 fej (az elsé
fejig tarté dobéssorozat hosszanak varhato értéke)!

DO NS O ) o) =

2.4.[19] Egy kétlépéses kisérlet els6 1épéseként egy jatékvezet& harom megadott kisérlet egyikét
valasztja ki, mégpedig barmelyiket azonos valdszintiséggel. A kivalasztott kisérletet ezutan huss-
zor végrehajtja, és a kisérlet kimeneteit leirja. Ezekbdl az adatokbdl kell arra kovetkeztetni, hogy
a harom kisérlet koziil melyiket hajtotta végre a jatékvezet6. A harom kisérlet a kévetkezd:

A valtozat: Feldob egy kockét, és 0O-t ir le, ha a dobott szam 1 vagy 2; 1-et, ha 3 vagy 4; és
2-t, ha 5 vagy 6.

B véltozat: Feldob egy kockat, és 0-t ir le, ha a dobott szam 1,2 vagy 3; 1-et, ha 4 vagy 5; és
2-t, ha a dobott szam 6.

C valtozat: Feldob két szabdlyos érmét, és a dobott fejek szamat irja le.

A kisérlet egyik elvégzése soran a kovetkez6 sorozat adddott:
2,2,1,1,0,0,0,1,0,1,1,1,1,2,2,1,1,2,0,0.

Melyik valtozat eredményezte a sorozatot?



2 fejezet. Kisérletek

2.5. [19] Ez is egy ,melyik az igazi” tipusu feladat, mint a 2.4. Most mindharom valtozatban
egy olyan dobozbdl hiizunk golyot, amelyben 7 fehér és 3 piros golyd van.

A véltozat: Haromszor hizunk egy golyét tigy, hogy minden hizas utdn visszatessziik a kihu-
zott golybt.

B valtozat: Haromszor htizunk egy golyot gy, hogy a kihtizott golyét nem tessziik vissza.

C valtozat: Mindaddig hizunk golydkat egymés utan visszatevés nélkiil, amig az els6 fehér
goly6t ki nem huzzuk.

Mindharom valtozatban a kisérlet kimenetele a kihtuzott piros golyok szama.

A vélasztott valtozat 20 egymds utdni végrehajtasa utan a kovetkez6 minta adédott:

2,0,1,0,1,2,0,2,2,0,0,1,0,1,0,2,3,1,1,0.

Melyik valtozat eredményezte a sorozatot?



3. FEJEZET
Statisztikak

3.1. (M) Készitstink el Arany Jénos ,, Toldi” cimii miivének betiistatisztikdjat
a) a magyar karakterek szerint (a ,ty”-ben t és y kiilon karakter);
b) a magyar hangok szerint (az ,s2”, ,ty” stb 6néll6 hangok);
c) az angol karakterek szerint (,,6”-t ,e”-vel, ,6”-t, ,0"-t, ,6"-t ,,0”-val helyettesitjiik)!
A Toldi szovegét tartalmazé fajlok:

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/toldi.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/toldi.txt

3.2. (M) Készitsiink el Ottlik Géza ,Iskola a hatdron” cimli miivének betiistatisztikajat
a) a magyar karakterek szerint (a ,ty”-ben t és y kiilon karakter);
b) a magyar hangok szerint (az ,s2”, ,ty” stb 6néll6 hangok);
c) az angol karakterek szerint (,,6”-t ,e”-vel, ,6”-t, ,0"-t, ,6”-t ,,0”-val helyettesitjiik)!
Az ,Iskola a hataron” megtalalhaté a

http://mek.oszk.hu/02200/02285/
weboldalon illetve letoltheto a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/ottlikiskolaahataron.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/ottlikiskolaahataron.txt

fajlokban. f4jlokbol.

3.3. (MS) Betiihelyettesitéses titkosirds dekddoldasa
Dekédoljuk a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsa110723ha.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal110723ha.txt

fajlokban megadott titkositott szoveget, amelyet egy magyar nyelvi konyvbol vettiink, de karak-
tereit (a betiiket, az ékezetes betiiket és a szokozt) Osszekevertitk. A titkositott széveg igy
kezdodik:

FVQXWDUQYDGXVQYFBZQCBFVOMBQDVQFQWDBYFBZHAAQ
CBFVOMBHEQDBZCEDQEXBKDOCBQFVXUUQEDUUQGFQUFWN
AFYQADWMUUSEQFEEHUQEMU

3.4. (M) Fejtsiik meg a kiillonboz6 nyelveken irt, majd titkositott szévegeket! A

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenOltitkos.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenO2titkos.doc

illetve

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenOltitkos.txt,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenO2titkos.txt



3 fejezet. Statisztikak

fajlokban egy-egy vers talalhatd titkositva. Vagy az l-es vagy a 2-es végi fajlban egy mag-
yar, a masikban pedig egy angol nyelvii irodalmi mii van kédolva egyszer(i betiihelyettesitéses
titkosirassal.

Tehat vettiink egy-egy magyar és egy angol nyelvii verset, az ékezetekes betiiket az ugyanolyan
ékezet nélkiili betiikkel helyettesitettiik, a vesszOket, pontokat, kérdé- és felkialtojeleket, aposztro-
fokat, gondolatjeleket egyszeriien toroltiik, a kotdjeleket szdkozre cseréltiik egészen addig mig a
szoveghen mar csak az

A,B,C,D,E,F,G,H,1,J,K,L,M,N,0,P,Q,R,5,T,UV,W, XY, Z

karakterek és sz0koz szerepelt. A versszak szerinti tagoldst meghagytuk. Ezutdn a karaktereket
és a szOkozt més karakterekkel (nagybetiikkel) helyettesitettiik a két kiillonb6z6 szévegben kiilon-
b6z6 mdédon. Az elsé versszakok:

Az 1. titkositott szoveg (az elvélasztds nem koveti a nyelvtani szabdlyt):
WQFGOQDNZWDMXBSDNZWDWBSHXUZDMXBSDORQWDRBDGD
QGLLHWDSOWJDVZGOSWODXDFXUZDNRDMBRFDNZWDFRONZ
DUGXQDZWDRCDYJDFWHUZDHGBQUDRTWODNZWDAROQWO

A 2. titkositott szoveg (az elvilasztas nem koveti a nyelvtani szabdlyt):
LIJFRWFLCDLFDAMRUVACKRFGBLSNWELUFBJRCFKLYLVKFYRW
ORVXWFURYFWEAUWRFJASAWAKKFLFKRUWRTFQLUESAVAFQ
NCCLYLFLFINWAFZRTWRKRWFSATHLGBACLBLTL

Melyik a magyar és melyik az angol nyelvii titkositott szoveg? Dekddoljuk a titkosirasokat!

10



4. FEJEZET
Esélyek

4.1. (M) Erettségi, 2010 mdjus, emelt szint

Felmérések szerint az internetes kapcsolattal rendelkezék 17%-a vasarol az interneten, 33%-a
tolt le szoftvert az internetrdl. A statisztika szerint az internetez6k 14%-a mindkét szolgéltatdst
igénybe veszi. Mennyi a valdsziniisége az alabbi eseményeknek ?

a) Egy véletlenszertien kivilasztott internetes kapcsolattal rendelkezé személy nem vésérol az
interneten.

b) Egy véletlenszertien kivalasztott internetes kapcsolattal rendelkez6 személy vésérol az in-
terneten, vagy szoftvert tolt le. (Megengedve, hogy esetleg mindkét szolgaltatast igénybe veszi.)

c) Egy véletlenszertien kivalasztott internetes kapcsolattal rendelkez6 személy nem vésérol az
interneten és szoftvert sem tolt le az internetrél.

d) Harom véletlenszertien kivilasztott internetes kapcsolattal rendelkezé személy koziil egyik
sem vasdrol az interneten. (A kivdlasztast visszatevéses mddszerrel végzik el.)

4.2. (M) Erettségi, 2010 mdjus, emelt szint

A 12.a osztaly 6t belépdjegyet kapott a vizilabda bajnoksdg doéntéjére. Az osztdly mind a
harminc tanuldja szivesen menne, bar koziilik 12 tanulénak akkor kiilonoréja lenne. A vilasztast
a véletlenre bizzak: felirjak a 30 nevet egy-egy cédulara, és 6t6t kihtiznak koziilik.

a) Mennyi a valdsziniisége annak, hogy a kisorsolt tanuldk kéziil pontosan 2 olyan lesz, akinek
kiilonéraja lenne? Az eredményt tizedestort alakban adja meg!

b) Tudjuk, hogy a kivalasztott 6t tanulé kozott biztosan van olyan, akinek van kiilénéréja.
Mennyi ekkor a valdszintisége annak, hogy pontosan két kisorsolt tanulénak van kiilonéraja?

4.3. (M) Két érmét feldobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a két dobdas koziil
a) pontosan az egyik fej?
b) legalabb az egyik fej?
c) mindegyik fej?

4.4. (M) Harom érmét feldobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy a hdrom dobés koziil pontosan
az egyik fej?

4.5. (M) Ot érmét feldobunk. Mennyi a valdszintisége, hogy koziiliik pontosan kettd fej?
4.6. (M) Két kockaval dobunk. Két dologra lehet fogadni.

A: Mindkét dobéas péaros lesz. B: Az egyik dobés 1-es.
Melyiknek nagyobb a valdszintisége?

4.7. (M) Két kockaval dobunk. Két dologra lehet fogadni a két dobott szammal kapcsolatban.
Melyikre fogadndl inkabb?

a) A: Osszegiik legalabb 10. B: Mindketten kisebbek 4-nél.
b) A: Mindketten péarosak. B: Mindketten kisebbek 4-nél.
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4 fejezet. Esélyek

4.8. (M) Valaki azt allitja, hogy a kartydk szinét tapintéssal felismeri.

Allitasanak igazat prébanak vetettitk ald. Egy, csak a babés (als6, felso, kiraly és 4sz) lapokat
tartalmazo, jol megkevert magyar kartya csomagbdl (6sszesen 16 lap) bekotott szemmel kellett
neki a négy pirosat kivalasztania. Ezzel szemben a négy kivalasztott kartya kozott csak két piros
volt.

Szamitsuk ki annak a valdszinliségét, hogy egy kiilonleges képességekkel nem rendelkez6 szemé-
ly, aki véletlenszeriien valasztja ki a négy lapot, ugyanilyen jol vilaszt!

4.9. (M) Egy kockéaval néhanyszor dobunk. Melyiknek nagyobb a valésziniisége, annak, hogy
az els6 dobas lesz az els6 hatos, vagy annak, hogy a masodik dobasnél dobunk eldszor hatost?

4.10. (M) Véletlenszertien kivalasztunk egy hatjegyli szdmot. Minek nagyobb a valészintisége,
annak, hogy a szdm el6allithaté két haromjegyl szdm szorzataként, vagy annak, hogy nem
allithaté el6?

4.11. (M) Hény dobdkocka esetén a legnagyobb a valészinlisége annak, hogy azokkal egyszerre
dobva pontosan egy hatost dobunk?

4.12. (M) Egy fiut akkor engednek el jatszani, ha harom egymads utani sakkparti koziil legalabb
két egymas utdnit megnyer. Partnerei: Apa és Papa, mégpedig vagy Apa-Papa-Apa, vagy Papa-
Apa-Papa sorrendben. Apa jobban jatszik, mint Papa. Melyik sorrend kedvezébb a fitl szdmara?
a) Legyen pld. Apa nyerési esélye a fiu ellen %, mig Papaé csak %
b) Oldjuk meg a feladatot az altaldnos esetben is.

4.13. (M) [6] Egy sotét helyiségben 4

a) egyforma; b) kilonbo6zé

par cipO Ossze van keverve. Kivilasztunk ezekbdl négy darab cip6ét. Mi a valdszintisége annak,
hogy legaldbb egy Osszetartozé par lesz a kivettek kozott?

4.14. (M) [4] Egy vizsgin az A és B tételek elméleti, a C tételek gyakorlati jellegiiek. Mind-
harom tételsor 10 feladatbdl all, s a vizsgazonak mindegyik sorbdl egy-egy tételt kell hiznia. Ha
a vizsgazd barmelyik tételét nem tudja, akkor megbukik. Mekkora annak a valdsziniisége, hogy
egy didknak 80%-os felkésziiltséggel nem sikeriil a vizsgaja? (A 80%-os felkésziiltség ez esetben
azt jelenti, hogy minden tételsorbdl nyolc tételt tanult meg, kettét nem.)

4.15. (M) Az eredeti lottén 90 szambél hiiznak ki 5-6t, és két taldlatért méar nyeremény jar.
Mi az esélytink arra, hogy egy szamotossel nyerjink valamit ?

4.16. (M) Egy kockaval
a) kétszer; b) hiromszor

dobunk. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a dobott szamok kozott lesz hatos?

4.17. (M) A szamegyenes origbjaba letesziink egy korongot, majd egy szabalyos dobdkock-
at feldobunk nyolcszor. Minden alkalommal, ha Osszetett szamot dobtunk, akkor a korongot
eggyel balra mozditjuk, ha nem Osszetett szamot (primet vagy l-et), akkor jobbra. Mekkora
valészintiséggel lesz a korong a 8. dobds utan ismét az origéban?

4.18. (M) A Skandindv lottén 7 szdmot hiznak ki 35-b6l és egy héten (tehat egy szelvényre
vonatkozélag) két hizas is van (egy kézi és egy gépi). Mi az esélye, hogy a 8-as nyer6 szam lesz
egy adott héten (tehdt az egyik vagy a masik vagy mindkét hiuzdsnal)?
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4 fejezet. Esélyek

4.19. (M) [19] Az 6t6s lotton minden héten egyetlen szelvénnyel megjatsszuk az 1, 2, 3,4 és 5
szamokat.

a) Mekkora annak a valészintisége, hogy az elsé héten nyertink ?

b) Mekkora annak a valészintlisége, hogy egy év alatt (52 hét) egyszer sem nyeriink ?

c) Mekkora annak a valdsziniisége, hogy egy év alatt (52 hét alatt) egyszer sem lesz hédrmas
talalatunk?

d) Melyiknek nagyobb a valdsziniisége: az elsé héten lesz 6tosiink, vagy annak, hogy 100 év
alatt egyszer sem lesz 6tostink ?
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5. FEJEZET
Hipergeometrikus eloszlas

5.1. (M) Az 52 lapos kartyacsomagbol kivdlasztunk 13-at. Adjuk meg a koztik levd
a) 4szok, b) karék

szémanak eloszlasat!

5.2. (M) A 32 lapos magyar kartyabdl egyszerre harom lapot hizunk. Mi a valészinlisége annak,
hogy a kihiizott lapok kozott van legalabb egy zold ?

5.3. (M) Egy laddban 90 jé és 10 selejtes alkatrész van. Véletlenszertien kivélasztunk 10
alkatrészt. Jelolje x a kivalasztott alkatrészek kozott a selejtesek szamat (x € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}).
Adjuk meg x valdsziniiségeloszlasat !

Hasznalhatunk matematikai programot (pl Axiom, Derive, Maple, Mathematica) vagy tablaza-
tkezel6t (pl Excel, OpenOffice.org Calc)

5.4. [3] Egy tébdl kifognak 1000 halat, mindegyiket megjelolik piros ponttal, majd visszadobjék
a téba. Bizonyos id6 elteltével ismét kifognak a t6bdl 1000 halat, és koziilitk 100-on piros pontot
talalnak.

Milyen kovetkeztetés vonhaté le ebb6l?

Ennek a realis és gyakran hasznélt eljarasnak az egyik elemz6 modszere az tigynevezett mazx-
imum likelyhood-becslés. Ez a kovetkezOt jelenti: tegyiik fel, hogy a téban n hal van (mindkét
haldszat idején ugyanaz az n hal) és szamitsuk ki erre az n-re alapozva az els6 bekezdésben
megfogalmazott jelenség valdszinliségét. Hatarozzuk meg, hogy mely n esetén lesz a legnagyobb
a valésziniiség, és becsiljiik a halak szamat ezzel az értékkel!
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6. FEJEZET
Binomialis eloszlas

6.1. Legyen A egy véletlen kisérlet p valdszinliségli eseménye. Ha a kisérletet végrehajtjuk n-
szer, mennyi az esélye, hogy az A esemény pontosan k-szor kovetkezik be?

6.2. Osszefiiggések a Pascal hdromszégben
a) Igazoljuk, hogy k(}) = n(Zj)
Adjuk meg zart alakban az alabbi Gsszegeket !
b) A Pascal hdromszog n-edik sordban az elemek Gsszege: p, = Y p_q (7). Pl n = 7-re:

1+7+21+354+354+21+7+4+1=128
c) en = r_ok(}). Pln=Tre:
0-1+1-74+2-2143-35+4-35+5-214+6-7+7-1=7
d) dp =3k k*(}). Pl n = T-re:
0-1+1-74+4-214+9-35+16-35+25-21+36-74+49-1=7

6.3. [3] Adjuk meg a kovetkez6 Osszeget explicit alakban!

2.1. <Z>+3-2- <§>+4-3-<Z>+...
6.4. (MS) [19]

Egy repiilégéptarsasig nyilvantartasaban szereplo utolsé 16222 helyfoglalasbol 2357-et lemond-
tak. Ezért a tdrsasag kis ratartassal tobb helyet enged lefoglalni, mint ahany elfoglalhat6 hely
van.

a) Mekkora annak a valésziniisége, hogy 125 til6helyre 135 helyfoglalds mellett lesz valaki,
akinek nem jut hely?

b) 125 hely esetén mekkora tilfoglaldst tartunk ésszertinek?

c) Hasonl6 adatok mellett egy mésik repiil6tarsasag 21 f6s vardlistat fogad el. Mekkora annak
a valoszintiisége, hogy a teljes varolista az utaslistara keriil?

6.5. [3] Oltdanyag vizsgdlata

Ha egészséges szarvasmarhdkat valamely betegségnek tesziink ki, akkor az &llatok 25%-a
betegszik meg. Egy ijonnan felfedezett oltéanyag vizsgilata céljabol n egészséges allatnak véddoltast
adnak, majd fertézésnek teszik ki 6ket. Hogyan lehet értékelni a kisérlet eredményét? Az alabbi
harom eset koziil melyik mutatja leginkabb a vakcina hatékonysagat?

a) 10 beoltott allatbdl egy sem fert6z6dott meg;

b) 17 beoltott allatbdl egy fert6z6dott meg;

c) 23 beoltott allatbdl kettd fertézodott meg.
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6 fejezet. Binomialis eloszlas

6.6. FEnergiaelldtdsi feladat

Tegyiik fel, hogy n = 10 munkaés idérol idore valamilyen villamos késziiléket hasznal. Meg akar-
juk becsiilni mennyi a teljes terhelés. Elsé kozelitésként tegyiik fel, hogy egymastél fiiggetleniil
dolgoznak és mindegyikiik barmely idépillanatban egyforma p valdszintiséggel igényel egységnyi
villamos teljesitményt. Ha egy munkdas éranként atlagosan 12 percen at hasznal dramot, akkor
p = é Ha a rendszer hat egységnyi energiat szolgédltat, akkor mekkora valdszintiséggel 1ép fel
talterhelés?

6.7. (M) [19] USA érettségi, 1984
Egy dobozban 11 golyé van, 1-t6l 11-ig megszamozva. Kihtizunk koziiliikk visszatevés nélkiil
hatot. Mekkora annak a valdszintisége, hogy a kihtizott szdmok Osszege paratlan?

6.8. Azn=17,p=1/3, ¢ =2/3 paraméterti binomidlis eloszlas tagjai:

P(X =0) =~ 0.058527663465935 P(X =1) =~ 0.204846822130773
P(X =2) ~0.307270233196159 P(X = 3) =~ 0.256058527663466
P(X =4) ~ 0.128029263831733 P(X =5) =~ 0.038408779149520

P(X = 6) ~ 0.006401463191587 P(X =7) =~ 0.000457247370828

Tehat a legutébbi szam annak valészinliségét adja meg, hogy hét kisérletbol mind a hétszer a
p valészinliségli esemény kovetkezik be.

Adjuk meg az n = 8, p = 1/3, ¢ = 2/3 paraméterti binomialis eloszlast (6 tizedesjegy pon-
tossdggal)!

6.9. Legyen 0 < p < 1 tetszbleges rogzitett szam és ¢ = 1 — p. Hatarozzuk meg az alabbi
kifejezések értékét!

a) Pop =210 (Z)pkqn_kQ b) Enp = k-0 k?(Z)pk(I”_k-

) Dyp =20 K’ (Z)pkqnik'

6.10. Hatarozzuk meg az (n,p,q) paraméter(i binomidlis eloszlas
a) medidnjat; b) moéduszat; c) varhato értékét; d) szérasat!
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7. FEJEZET
Geometriai eloszlas

7.1. (M) Egy motor bekapcsolaskor 0,02 valészintiséggel kiég.
a) Mi a valészintisége, hogy 10-nél kevesebb bekapcsolds utan kiég?
b) Mi a valésziniisége, hogy épp a 10. bekapcsolaskor ég ki?
c) Atlagosan hany bekapcsolds utdn ég ki?

7.2. Egy kockéval dobunk. Hany dobas utédn lesz nagyobb a valdszinlisége annak, hogy mar
dobtunk hatost, mint annak, hogy még nem dobtunk?

7.3. Egy pénzdarabot addig dobdlunk, ameddig méasodszorra kapunk fejet.

a) Mennyi a val6sziniisége annak, hogy csak négy vagy tobb dobasbdl allé sorozattal érjiik
ezt el?

b) Adjuk meg a dobédsok szamanak valészintliség-eloszldsat !

7.4. Egy kockat addig dobunk fel, amig mésodszorra is hatost dobunk. Adjuk meg a sziikséges
dobésok szdmanak varhaté értékét!

7.5. Egy dobozban p piros és k kék, 6sszesen p + k = n goly6 van. Kezd6 és Masodik felvaltva
hiuznak, az nyer, aki el6bb haz pirosat. Hatarozzuk meg Kezdé nyerési esélyét!

7.6. Moédositunk a 7.5. feladaton. Kezddnek két piros hizas kell a gy6zelemhez (Mésodiknak
elég 1). Igy kindek kedvez6 a jaték?

7.7. Egy kockaval dobunk, amig sikeriil hatost dobnunk. Mennyi az esélye, hogy dobtunk 6tost ?

7.8. (M) Egy kockaval addig dobunk, mig egymés utan 2011-szer hatost dobunk. Mennyi az
esélye, hogy ez sohasem kovetkezik be?

7.9. (M) [10] Egy szabdlyos érmét addig dobalunk, amig legaldbb egyszer kapunk fejet is és
irast is.

Mennyi a dobasok szaméanak

a) legvalésziniibb értéke?

b) varhaté értéke?

7.10. (M) [18] Emma, Fanni, Gitta és Hanna térsasjatékhoz késziilddik. Sorban egymds utan
dobnak egyet egy szabalyos dobdkockaval — akar tobb korben is —, mert az lesz koziiliik a kezdd,
aki els6ként dob hatost.

a) Mekkora valdsziniiséggel lesznek kezd6k egy-egy kockadobdas utan az egyes résztvevok ?

b) Mekkora annak a valésziniisége, hogy nem tudjak elkezdeni a jatékot egy kor utdn?

c) Szamitsuk ki mind a négy résztvevo esetében annak a valésziniiségét, hogy négyiik koziil
éppen 6 kezdhet!
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8. FEJEZET
Genetika

El6szor kissé roviditve idéziink Feller: Bevezetés a valdszinliségszamitasba és alkalmazésaiba
cimii kényvének 136. oldalardl: ,,Az ember és dltaldban az élélények 6rokélhetd tulajdonsdgai a
génektdl fiiggnek. Az emberi test minden sejtjében, a reprodukélo sejtek (gamétak) kivételével,
ugyanazon génstruktira pontos mésa jelenik meg. Alapvetd, hogy a gének parokban jelennek
meg. Val6jaban a kromoszémék jelennek meg parokban, és az egy part alkotd gének egy kro-
moszomapar azonos pozicidit foglaljak el.

Minden génpar egy 6roklédé tényezét hataroz meg, de valamely szervezet megfigyelhetd tu-
lajdonsigainak nagy része tobb tulajdonsigtol fiigg. Egyes tulajdonsdgokra azonban (mint pl. a
szem szine vagy a balkezesség) egy bizonyos génpér hatdsa a dontd. Mas tulajdonsagot, mint pl.
a magassagot is, igen sok gén egyiittes hatasa hatdrozza meg.

A legegyszeriibb esetben a génpar mindkét génje két kiillonbozé format Slthet. Ha ezeket A és
a jeloli , akkor a szervezet az AA, Aa,aa genotipusok valamelyikéhez tartozik (Aa és aA kozott
nincs kilonbség). Mi csak ezt az esetet vizsgaljuk.

Vannak olyan génpéarok, amelyekre a kiilonb6z6 genotipusok mindegyike kiilonb6z6 megje-
lenési format 6lthet, tehdt igy konnyen megkiilonboztetheték. Példaul a borsénak van egy olyan
génparja, hogy A hatasara a borsévirag piros elszinez6dést kap, a hatasara fehéret. A harom
genotipus ebben az esetben megkiilonboztetheté: a virdg szine lehet piros (AA), fehér (aa) és
rézsaszin (Aa).

Vannak azonban olyan génpéarok is, amelyekben A dominans, a recessziv. Ez azt jelenti, hogy
az Aa egyedeknek ugyanaz a megjelenési forméja, mint az AA egyedeknek és igy csak a tiszta
aa tipus kiilonithetd el a kozvetlen megfigyelés alapjan. A természetben a részleges dominan-
cia minden arnyalata el6fordul. Tipikus részlegesen recessziv tulajdonsig a kékszemiség, ill. a
balkezesség stb.

A reprodukalé sejtek vagy gamétak osztodasi folyamat soran képzodnek, és csak egyetlen
génjiik van. A tiszta AA, ill. aa genotipusi organizmusok (in. homozygoték) ezért csak egyfa-
jta gamétakat hoznak létre, mig az Aa tipusi organizmusok (in. hibridek vagy heterozygdtak)
egyenl6 szamu A, ill. a gamétat hoznak létre. Az 1j organizmusok két sziil6i gamétabdl szér-
magznak, és ezekbol kapjak génjeiket. Ezért minden génpar egy apai és egy anyai gént tartalmaz,
és minden gén minden el6z6 generacidoban — akdrhény generacidig visszamenodleg — egy bizonyos
0stol szarmazik.

Az utéd (vagy ivadék) genotipusa véletlen eredménye: a sziilé génparjanak mindkét génje %—%
valoszintiséggel adodik at, és az egymast koveto utédokra ezek kivalasztasa fuggetlen. Mas szdval
n ivadék genotipusa egy n elemi fiiggetlen kisérletsorozat eredménye; a kisérletek mindegyike
két érme feldobasanak felel meg. Példaul az Aa, Aa genotipusi sziiléi par ivadékainak genotipusa
AA, Aa és aa lehet rendre %, % és % valésziniiséggel. Az AA, aa genotipusu sziiléi par utdda
csak Aa genotipusi lehet stb.

Ha egy populéciét teljes egészében vizsgalunk, akkor a szildk keresztezodése egy masodik
véletlen folyamat eredményének tekinthet6. Mi elsésorban ennek az tn. véletlen keresztezodés-
nek a vizsgalatara fogunk szoritkozni, melyet az aldbbi feltétel definidl. Ha az elsé leszarma-
zott generdcidban r ivadékot véletlenszertien kivalasztunk, akkor ezek sziilei a lehetséges sziil6i
parok Osszességébol vett r elemil véletlen mintat alkotnak, ahol esetleges ismétlodések is el6for-
dulhatnak. Méas szdval, minden ivadékrél feltételezziik, hogy a sziilok véletleniil és egymastdl
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8 fejezet. Genetika

fuggetleniil, és a kiillonbo6z6 utddok szilei teljesen fiiggetleniil lettek kivalasztva. A véletlen
keresztez6dések modellje kielégité idealizalt modell a természetben el6fordulé igen sok pop-
ulaciéra, és a mezégazdasagi kisérletek sordn gyakran érvényesild feltételekre. Ha azonban pl.

a szant6fold egyik sarkaban piros virdagt, masik sarkaban fehér viragt borsét vetiink, akkor az
azonos szinll virdgot hordozé egyedek gyakrabban keresztezédnek, mint véletlen keresztezddés
esetében. Az elényben részesité kivdlasztas (mint pl. a sz6kék elényben részesitik a szokéket) szin-
tén nem tesz eleget a véletlen keresztez6dés feltételének. A szélsGségesen nem véletlen keresztezédést
jOl példazzak az 6nmegtermékenyité névények ill. a mesterséges megtermékenyités. ..”

Az ivadék genotipusa eszerint négy fiiggetlen véletlen kivalasztds eredménye (kiilon-kiilon a
szul6k, majd kiilon-kiilon a sziiléi gének kivilasztasa). Szerencsére ez a négy kivalasztds — Hardy
alabb ismertetett elmélete szerint — helyettesitheté egyetlen kettés kivélasztassal: az apai és
az anyai gént egymastol fliggetleniil és véletlenszertien vélasztjuk ki a sziléi generacid teljes
génallomanyabol.

Jeloljiik a sziilogeneracié genotipikus Osszetételét a kovetkezOképpen:

genotipus: ‘ AA ‘ aA ‘ aa
egyedek ardnya: ‘ U ‘ 2v ‘ w

ahol tehdt u + 2v + w = 1. Ha a sziil6i generacidoban az A és az a allél ardnya p/q, akkor:

p/q= (2u+2v)/(2v + 2w) = (u +v)/(v + w),

azaz
p=u+v,9q=v+w.

Az elsé utédnemzedékben AA genotipusi ivadék két AA genotipusi szild taldlkozasabol
(u? esélyii randevil) vagy egy AA tipusi és egy aA tipusi sziild taldlkozésakor (4uv esélyti
randevi, mert AA az apa és az anya is lehet) a sziiletések felében vagy két aA tipusu sziilé
taldlkozésakor (4v? esély) az esetek negyedében fordul elé. Hasonlé okoskoddssal az els6 utod-
nemzedék genotipikus Osszetételére véletlen keresztezddési modell esetén az alabbi értékeket
kapjuk:

genotipus: AA aA aa
egyedek ardnya: | u? + 2uv +v? | 2uv + 2uw + 2vw + 20? | w? + 2wv + v?
egyszerlibben: (u+v)? 2(u+v)(v+w) (v + w)?
tomoren: p? 2pq q°

Tehéat az elsé utédgenericié genotipikus Osszetételét mar meghatarozza a sziiléi generacié
génosszetétele, a sziil6i generacié genotipikus Osszetételének ismeretére nincs sziikség. Az utod-
nemzedékben az A és az a allél eléforduldsanak ardnya:

202 +2pq  2p(p+q)

22 +2pqg  2q(p+q) ¢

)

azaz a génosszetétel nem valtozik.

A kovetkez6 utédnemzedék génjeinek és genotipusainak Osszetételét a megel6z6 nemzedék
adataibél mindig gy szamithatjuk ki, mint ahogy elébb kiszdmoltuk az els6¢ utédnemzedék
eloszlasat a sziil6i generaciéébdl. Ennek alapjan kimondhatjuk a Hardy-Weinberg szabdlyt: a
véletlen keresztezédési modellben a mdsodik nemzedéktdl (az elsé utédnemzedéktdl) kezdve min-
den nemzedék genotipikus dsszetétele ugyanaz (p*,2pq,q®) és egyértelmiien meghatdrozhaté az
elsé nemzedék géndsszetételébdl (p,q). A (p?,2pq,q?) alakban frhaté eloszlasokat staciondrius
eloszlasoknak is nevezziik, mert allandéan atorokitik magukat.
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8 fejezet. Genetika

8.1. [19] Ha a csodatolesér nevii virdg szinéért felel6s gén mindkét allélje azonos, akkor ettdl
az alléltol fiiggden a virdg vagy piros lesz, vagy fehér. Ha a két allél kiilonb6z6, akkor a virdg
rozsaszin(i lsez. Két rozsaszinii virdg keresztezésébol 30 palantat neveliink.

a) Adjuk meg a keletkez6 piros szinil virdgok eloszlasat!

b) Mekkora valoszintiséggel lesz tobb piros virdg, mint fehér?

c) Mekkora valdszintiséggel lesz tobb rézsaszinii virdg, mint piros és fehér egytitt?

8.2. [19] Egy hazaspar mindkét tagja AB vércsoporti. Adjuk meg annak valdszintiségét, hogy
5 gyermekiik kozott

a) pontosan ketten lesznek A vércsoportiak!

b) pontosan hdrman lesznek AB vércsoportiak!

c) pontosan ketten lesznek A és pontosan hdrman lesznek AB vércsoportiak!

d) pontosan ketten lesznek A és pontosan ketten lesznek AB vércsoportuak!
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9. FEJEZET
A varhato érték

9.1. (M) Képezziik az n—n elembél all6

X:{"El,"EQ,...,CCn}, Y:{yl)y2)”°7yn}

szamsokasagokbdl a szintén n—n elembol allo
X + Y = {(CCl + yl)u (‘TQ + 92), sy (:Cn + yn)})

XY ={(x1 1), (x2-92), -, (@0 - yn)},

2_n? elembél 4116

valamint az n
XoY ={(x1+w), @1 +y2),-- -, (@1 4+ yn), (x2 +y1), (X2 + 12), ... (0 + yn) }»

XY ={(z1-y1),(x1-y2), -, (¥1 - Yn), (v2 - y1), (T2 - Y2), - - - (Tn - Yn) },
szamsokasagokat! KifejezhetOek-e ezek atlagai az X, Y sokasagok atlagai — Mx és My — segit-
ségével 7

9.2. (M) Egy kockat addig dobunk fel, amig a dobott szdimok mind kiilénb6z6ek, tehat akkor
allunk meg, amikor olyat dobtunk, amilyet mar egyszer dobtunk.

a) Adjuk meg a sziikséges dobédsok szamanak eloszldsat

b) és varhat6 értékét!

c) Melyik dobasszam a legvalésziniibb ?

9.3. (S) Szabélyos dobdkockéaval dobhatunk. Elére el kell dénteniink, hogy hanyszor dobunk.
Ha 6-osnal kisebbet dobunk, akkor annyiszor 1000 Ft-ot kapunk, amennyit dobtunk és ny-
ereményiink a dobdsokndl Osszeadddik. Ha viszont 6-ost dobunk, akkor minden addigi ny-
ereményiinket elveszitjiik, és nem is dobhatunk t6bbszor.

Héany dobast érdemes vallalni?

9.4. (M) Egy 35 {6s osztalyban a kardcsonyi ajandékozashoz mindenki felirja a nevét egy
cédulara, egy sapkaba teszi, O0sszerdzzuk, majd mindenki hiz egy nevet. Hatdrozzuk meg azok
szamanak a varhaté értékét, akik a sajat neviiket huztak!

9.5. (M) [14] IMO 1982 Belgium feladatjavaslat
A, Hires Matematikusok Csokoladé” csomagolasaban taldlhato egy kis kép, 20 hires matem-
atikus portréja kozil az egyik. Mindegyik hiresség képe egyenls, tehat % eséllyel talalhato

mindegyik csokiban. Atlagosan hany csokolddé vasarlaséval gytijthetd dssze mind a 20 kép?

9.6. (M) [19] Egymilli6 szdm koziil egyenletes eloszldssal, egyméastol fiiggetleniil valasztunk
ki szdmokat egészen addig, amig N kiillonboz6t ki nem hizunk. Az i-edik kiillonb6zé szamot
jeloljiikk X (i)-vel. Ezt rekordnak nevezziik, ha minden eddiginél nagyobb. Hatirozzuk meg az
X(1),X(2),...,X(N) sorozatban taldlhat6 rekordok szdménak a varhaté értékét!

9.7. (M) [12] Az osztaly tanuléibél 15-en — hét lany és nyolc fit — szinhdzba mennek. A
jegyek egy sorba, egymas mellé szélnak. Ha a tanarn6 véletlenszeriien osztja ki a jegyeket,
akkor atlagosan hiany vegyes (tehdt fit-lany) szomszédos par lesz a didkok kozott? (Tehat
meghatarozand6 az ilyen parok szamanak varhaté értéke.)

Pl.a FFLLLFLFFFLLFFL elrendezésben (F fitt, L ldnyt jelol) a vegyes parok szama 7.
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10. FEJEZET
Feltételes valdsziniiség

10.1. (M) Tiz azonos alaki doboz koziil az els6 9-ben 4-4 goly6 van, mégpedig 2 fehér és 2
kék. A tizedik dobozban 5 fehér és 1 kék golyé van. Az egyik taldlomra vélasztott dobozbdl
véletlenszertien kivesziink egy golyot.

a) Mennyi a valésziniisége, hogy fehér lesz?

b) A kivett golyé fehér lett. Mennyi a valészintisége, hogy a tizedik dobozbdl valé?

10.2. (M) Van egy-egy szabdlyos ,dobétetraéderiink”, dobdkockank és ,dob6oktaéderiink”.
Mindegyik test lapjaira egytol kezdve felirtuk az els6 néhany pozitiv egészt, tehat a tetraéderre
1-t6l 4-ig, a kockéara 1-t6l 6-ig, az oktaéderre 1-t6l 8-ig.

Feldobunk két szabalyos érmét. Ha mindkett6 fej, akkor a kockéval, ha pontosan egyikiik fej,
akkor a tetraéderrel, ha mindkettd iras, akkor az oktaéderrel dobunk.

a) Mennyi az esélye, hogy 1-est dobunk?

b) 1-est dobtunk. Mennyi az esélye, hogy pontosan egy fejet dobtunk?

10.3. Tegyiik fel, hogy a férfiak 5%-a és a nék 0,25%-a szinvak. Egy 20 nébdl és 5 férfibol 4116 cso-
portbdl 1 személyt talalomra kivalasztunk. Megallapitjuk, hogy szinvak. Mennyi a valdszinlisége,
hogy nét valasztottunk ki?

10.4. a) Azokban a kétgyermekes csalddokban, ahol az egyik gyermek fii, minek nagyobb a
valdszintisége, annak, hogy a masik is fiti, vagy hogy a maésik lany ? Esetleg egyformén valészinti?
(Feltételezziik, hogy fit és lany sziiletésének azonos a valészintisége.)

b) Azokban a kétgyermekes csalddokban, ahol a kisebb gyermek fiti, minek nagyobb a val6szintisége
hogy a masik is fit, vagy hogy a masik lany? Esetleg egyforman gyakori?

10.5. Vetélked6 végén a gydztes hdrom ajté koziil valaszthat, az egyik mogott ott a Porsche, a
maésik ketté mogott aprd ajandék van. A gydztes valaszt egy ajtét. Ezek utan a nem vélasztott
ajtok koziil kinyitjak neki az egyiket (vagy az egyetlent), ami mogott nem a Porsche van, és
valasztast ajanlanak neki. Marad az ajténal, mésikat valaszt, vagy elviszi a lathaté kis ajandékot.
Mit csinaljon a gy6ztes, ha a Porschéra hajt?

10.6. (M) [19] (Térok érettségi, 1997)

Az A dobozban 3 fehér és 4 piros, a B dobozban 5 fehér és 2 piros golyd van. Véletlenszertien
(egyenl6 valdsziniiséggel) kivalasztjuk az egyik dobozt, és abbdl visszatevés nélkil kihtizunk két
goly6t. Mi a valészinlisége, hogy az egyik fehér, a masik piros lesz?

10.7. (M) [2]

A tébécé korai felismerésére alkalmazott rontgensziirésnél a tapasztalatok szerint hibak is
eléfordulnak. A kezdeti allapotban a betegek koriilbeliil 10%-4t nem veszi észre a teszt, mig
koriilbeliil 20%-ban egyébként egészséges embernél is pozitiv eredmény (azaz valami gyanus folt
a tiid6én) adédik. Tudjuk, hogy hazankban a tébécé el6forduldsa 0,3%.

a) Egy porzitiv teszteredmény utdn mi az esélye, hogy tényleg tébécés az illetd?

b) Ha negativ az eredmény, akkor mi az esélye, hogy tébécés?

c) Mindezek fényében vajon mire val6 ez a teszt?
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10 fejezet. Feltételes valdszinliség

10.8. (M) [6] Tudjuk, hogy egy gyakorlatban résztevev 18 16vész négy csoportba sorolhato ugy,
hogy koziiliikk 6ten 0,8, heten 0,7, négyen 0,6, ketten 0,5 valészinliséggel taldlnak a céltabléra.
Véletleniil meglatunk koziiliik egy 16vészt, aki egy 16vést ad le, de ez nem talél a céltablara. Melyik
csoporthoz tartozik a legnagyobb valdsziniiséggel ez a 16vész és mennyi ez a valdszintliség?

10.9. [6] Két varos kozotti tavirdosszekottetés olyan, hogy a leadott tavirdjelek koziil a pontok
2/5-e vonalld torzul, a vonalak 1/3-a pedig pontta. A leadott jelek koziil a pontok és a vonalak
aranya 5:3. Szamitsuk ki annak a valésziniiségét, hogy ha a vevOoldalon pontot kapnak, akkor
az add pontot tovabbitott!

10.10. (M) [18] Tételezziik fel, hogy egy gyermek sziiletésekor ugyanakkora a val6sziniisége
annak, hogy az 0jsziilétt fia vagy lany! Tudjuk, hogy egy haromgyermekes csaladban van leany.
Mennyi annak a valdszintisége, hogy valamelyik testvére fia?

10.11. [6] Miné&ségellendrzés soran sorban egymds utdn tobb terméket vizsgdlnak meg. Ha
egy megvizsgalt termék jo, akkor +1-et, ha selejtes, akkor -1-et irnak le, és ezeket a szdmokat
mindig 6sszeadjik. (Feltessziik, hogy a megvizsgalt termékek egymastdl fiiggetleniil lehetnek jok
vagy selejtesek.) Mindaddig 11j terméket vizsgdlnak meg, amig a részletosszegek -3 és +5 kozott
maradnak. Ha a részletosszeg eléri a +5-6t, akkor befejezik a vizsgalatot és atveszik a tételt,
ha a -3-at, akkor visszautasitjdk a tételt. Mekkora az atvétel valdsziniisége, ha a termékeknek
80%-a jo7?
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11. FEJEZET
Jatékok

11.1. (M) Egy tarsasig tagjai sajat szérakozasukra helyi lottét szerveznek. 21 szdm koziil
htiznak ki kettét, és ezekre lehet fogadni. Tippelni 100 forintért lehet. Ha valaki mindkét szdmot
eltalalja, 2000 forintot kap, ha csak az egyik szamot talalja el, akkor 200 forintot kap.

a) Vajon ha sokdig jatszom ezen a lottén, akkor mi a valésziniibb, az, hogy Osszességében
nyereségem lesz, vagy az, hogy vesztek?

b) Legfeljebb hény szam (21 helyett) esetén érdemes jitszani ezt a jatékot ugyanezekkel a
szabalyokkal ?

11.2. (M) [18] Anna és Balazs felvaltva dob egy szabdlyos dobdkockaval. Megegyeznek, hogy
az nyer, aki nagyobbat dob. Ha egyenlét dobnak, akkor Anna nyer, Baldzs viszont jra dobhat,
ha egyest dob, ha ekkor is egyest, akkor ismét, egészen addig, amig egyestdl kiilonbozét nem
dob. Ez az érték szamit az ¢ dobasanak. Kinek nagyobb a nyerési esélye?

11.3. (M) [18] Egy szerencsejaték-automata harom hengerén 20-20 kép van:

L.henger | II.henger | III.henger
sziv 3 1 1
csillag 0 3 4
haromszog 2 2 4
kor 2 4 4
négyzet 7 7 0
l6here 6 3 7

Egy zseton bedobasa utan az automata megporgeti, majd megallitja a hengereket gy, hogy
mindegyiken egy—egy kép valik lathatova. 500 nyereményzsetont ad ki a gép, ha hidrom sziv
lathatd. 8 zseton a nyeremény barmely masik harom egyforma kép esetén.

a) Mennyi a fényeremény elérésének valdszinlisége egy-egy jatékban?

b) Mekkora annak a valésziniisége, hogy a nyeremény 8 zseton ?

11.4. Andrés és Béla a kovetkezd kockajatékot jatsszak. Andras dobdkockajan a 4, 6, 10, 18, 20,
22; Béla kockajan a 3, 9, 13, 15, 17, 25 szdmok vannak. Mindkét jatékos feldobja sajat kockajat,
s az nyer, aki nagyobbat dobott. Kinek el6nyos a jaték?

11.5. Andrés és Béla kockajatékot jatszanak. Mindkettejiik dobdkockajanak oldalain egy poz-
itlv egész szam olvahaté. Mindkét jatékos feldobja sajat kockdjat, s az nyer, aki nagyobbat
dobott. Igaz-e, hogy ha Andras kockdjan nagyobb a hat szam atlaga, mint Béla kockdjan, akkor
nagyobb Andrés nyerési esélye, mint Bélaé?

11.6. (MS) Andrés és Béla kockajatékot jatszanak. Az asztalon van harom ,csupasz” dobdkoc-
ka. Andras felirja a szamokat 1-t6l 18-ig a kockédkra tigy, hogy mindegyik szimot pontosan egysz-
er irja fel. Ezutan Béla megvizsgdlja a kockakat és valaszt koziililkk egyet. A maradék két kocka
kozil Andras vélaszthat magéanak egyet. Mindkét jatékos feldobja sajat kockdjat, s az nyer, aki
nagyobbat dob (a harmadik kocka mar nem kap szerepet).

Kinek kedvez6bb a jaték, Andrasnak, vagy Bélanak?
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11 fejezet. Jatékok

11.7. Ketten az aldbbi tablan jatszanak ,autéversenyt”. Kockéval dobnak. Az egyik ,autd”
vezet6je mindig annyit 1ép elore, ahdnyast dob; a masik pedig 6-ot 1ép, ha paros szdmot dob,
és nem lép, ha paratlan szamot dob. Az nyer, aki el6bb ér célba. Te melyik versenyzd szeretnél

lenni? Miért?
P
& [ [ [T TT]

11.7.1. &bra.

11.8. (M) Ketten (A és B) a kovetkezd jatékot jatsszék. Egy kalapbdl, melyben tapintasra
egyforma piros és fehér golyok vannak, kihtiznak két goly6t. Ha a két golyd egyforma szint,
akkor A nyer, ha kiilonbozéek, akkor pedig B. Tudjuk, hogy a kalapban 10 piros golyé van.
Hény fehér golyénak kell ott lennie ahhoz, hogy igazsagos legyen a jaték?

11.9. (M) Altaldnositsuk a 11.8. feladatot! Adjuk meg az sszes olyan nemnegativ egészekbél
allé p, f part, amelyre igazsagos az ott leirt jaték p piros és f fehér golyéval!

11.10. (M) [12] Ketten (A és B) a kovetkezo jatékot jatsszak. Egy kalapbol, melyben tapintasra
egyforma piros és fehér golyék vannak, kihiznak két golyét. Ha mindkét golyé piros, akkor A
nyer, minden mas esetben pedig B.

a) Legkevesebb hany golyé esetén lehet igazsagos a jaték?

b) Legkevesebb hény golyé esetén lehet igazsdgos a jaték, ha a fehér golyok szama paros?

11.11. (M) Pdker esélyek

52 lapos francia kartyaval jatszunk. Hatarozzuk meg a kézbe kapott

a) par — két egyforma alakzat, pl. két 3-as vagy két kirdly és hédrom kiilénbo6zé lap

b) két par

c) drill — harom egyforma alakzat, pl. hdrom 3-as vagy harom kirdly és még két kiilonboz6
lap

d) sor — pl. ©4, &5, 06, &7, 8

e) flush — 6t egyforma szinti lap, pl. &K, &A, &6, &3, &10

f) full — hdrom + kett6 egyforma alakzat, pl. 8K, OK, &K, &5, 5

g) poker — négy egyforma alakzat — pl. 8K, OK, &K, G K, $b

h) straight flush — négy egyforma szinti lap sorban, pl. 04, ©5 Q6, 07, 08

esélyét!

11.12. (M) A kockapodkerben 5 dobdkockéval dob a jatékos. Hatarozzuk meg az alabbi dobasok
esélyét!

a) drill (pl. hdrom 2-es, egy-egy 5-0s és 6-0s)

b) sor (6t egymast kovetd szam)
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11 fejezet. Jatékok

11.13. (M) [1] Els6 dobozaban 1 piros, 1 fehér, 6 zold goly6 van,

Masodikéban 2 piros, 1 fehér és 4 zold.

Mindkét jatékos addig hiz a sajat dobozabdl visszatevés nélkiil, amig zoldet nem huz.

Piros hizésért Elsé 10, Masodik 4 pontot kap, fehérért Elsé 4, Masodik 6 pontot kap (zold:
0 pont). Pontjaikat Osszegytijtik, és ha elsének van tobb pontja, akkor & nyer Mésodikt6l 100
Ft-ot, kiilonben 6 fizet Masodiknak x egységet.

Melyik z-re igazsagos a jaték?

11.14. (M) Ketten — A és B — a kovetkez6 jatékot jatsszak.

Egy dobozban 2 piros, 1 fehér és 4 z6ld golyé van. Az A jatékos addig huzhat a dobozbdl
visszatevéssel, amig zoldet nem hiiz. Piros hiizasért 50, fehérért 20 Ft-ot kap B-t6l, de a jaték
elkezdésekor egy = Osszeget kell adnia B-nek.

a) Atlagosan hany hizdsbol 4ll a jaték?

b) Mely z esetén igazsigos a jaték?

11.15. (MS) [14] IMO, 1982 Ausztrdlia, javaslat
Anna n-szer, Balazs csak (n — 1)-szer dob fel egy (szabdlyos) pénzérmét. Mennyi az esélye,
hogy Anna tobbszor dobott fejet, mint Baldzs?

11.16. (M) [19] A Monte-Belloi kaszinéba belépéknek el6szor egy fura jatékban kell kiprobalni
szerencséjliket. Ez a jaték a kovetkezo: egy dobozba két nyerd és harom vesztd golyot tesznek,
amelyek kiils¢ formajukban teljesen megegyeznek. Ebbol a dobozbdl visszatevés nélkiil hiznak
ki golyokat. Nyerd golyd hiizasa utan a kasziné fizet a jatékosnak 10 pénzt, veszto golyd hizésa
esetén pedig a jatékos fizet a kaszinénak 10 pénzt. A jatékosnak joga van barmelyik huzas el6tt
a jatékot abbahagyni, akdr mar az els6 hizas elott is.

Kinek kedvez ez a jaték? Erdemes-e kérni egyaltalan hizést? Hogyan érdemes jétszani?
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12. FEJEZET
Markov lancok

Orosz Gyula ,Markov lancok” cimii irdsa alaposabban targyalja ezt a témat és a neten szabadon
elérhetd[5].

12.1. (M) A juhdszfiabdl lett mesebeli vitéznek harom prébat kell kidllnia. Az egyes probékon
a tobbitél fiiggetleniil 2/3 valdsziniiséggel jut tul. A falujabdl indul és ha egy prébét teljesit,
mehet a kovetkezore. Ha az nem sikeriil, akkor vissza kell fordulnia, és tjra neki kell vagnia az
el6z6, kordbban mar teljesitett prébanak. Ha barmikor befuccsol a legels6é préban, akkor vége a
mesének, kulloghat haza.

Mennyi az esélye, hogy a vitéz teljesiti mind a harom probat?

12.2. (M) Ferde foci

Két jatékos — A és B — a [0;6] intervallumon focizik, a 0 az A jatékos kapuja, mig a 6 a B
jatékosé. A labda kezdetben a 2-n all. Egy 1épés abbdl all, hogy feldobnak egy szabalyos érmét,
és ha ,Fej” lesz, akkor eggyel jobbra (nagyobb szamra), ha ,irds”. akkor eggyel balra (kisebb
szdmra) teszik a ,labdat”. A nyer, ha B kapujidba — azaz 6-ra — ér a labda, mig B nyer, ha A
kapujaba, a 0-ba keriil a labda.

a) Melyik jatékosnak mennyi a nyerési esélye?

b) Mennyi a dontetlen esélye, tehat mennyi a valdszintlisége, hogy sose keriil egyik kapuba se
a labda?

c) Hogyan valtozik a vilasz az a), b) kérdésekre, ha nem pénzérmével, hanem szabdlyos
dobodkockaval dobnak, és 1 valamint 2 esetén balra, 3, 4, 5 és 6 esetén jobbra toljak a labdat?

12.3. (M) Eufrozina és Fiilopke a bufében kartydznak: a jaték a hagyoményos Fekete Leves.
A ravasz Fiilopkénél harom lap maradt, egy kor, egy karo és egy treff, Eufrozindnak még négy
lapja van, minden szinbél egy-egy. Fiilopke kévetkezik, huz egy lapot Eufrozinatol és ha ezzel
lesz két egyfoma szinti (a francia kdrtydban négy ,szin” van) lapja, azokat lerakhatja, ha nem,
akkor a kezében 1év6 négy lappal jatszik tovabb. Most Eufrozina jon, aki Fiilopke lapjai koziil
hiz egyet hasonlo feltételekkel és igy tovabb. A jatékot az nyeri, aki valamennyi lapjat le tudja
rakni. Hany szazalék a valdsziniisége, hogy Fiilopke nyer?

12.4. (M) Egy bolyongé pont kezdetben a 3 x 3 x 3-as kocka kozépsé egységkockdjaban van.
Minden lépésében a hat lehetséges oldallap koziil véletlenszeriien valaszt egyet, s a lapon keresztiil
atmegy a szomszéd egységkockaba vagy kijut a kocka felszinére.

a) Mennyi az esélye, hogy kijut a kocka felszinére?

b) Mennyi az esélye, hogy miel6tt kijutna a felszinre, el6bb még visszajut a kozépsé kiskoc-
kaba?

12.5. (M) Egy bolha a drétbdl készilt ABCDA’'B'C'D’ kocka élein mozog. Minden csticsbdl
egyenlo — azaz % — valészintiséggel megy 4t valamelyik szomszédos csticsba.

a) Mennyi az esélye, hogy nem jut el sem a B’ sem a C’ pontba?

b) Mennyi az esélye, hogy elébb jut el B'-be, mint C’-be?
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12 fejezet. Markov lancok
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13. FEJEZET
A szoras

13.1. (M) Egy H szamsokasédg atlaga T, szérdsa D. A szdmsokasig elemeinek legfeljebb hany
szézaléka lehet az [T — 2D;T 4 2D] intervallumon kiviil?

13.2. (M) Egy H szdmsokasag atlaga T, szordsa D. A szamsokasag elemeinek legfeljebb hény
szézaléka lehet az [T — 3D;T + 3D] intervallumon kiviil?

13.3. (M) Altalanositsuk a 13.1-13.2. feladatok eredményét!

13.4. (M) Adott a H = {z1;x9;...;x,} szdmsokasdg, amelynek atlaga T, szérdsa D. Hatéroz-
zuk meg a
1 —T 12—T  T,—T, H-T
{D’D""’D}_D
szamsokasag atlagat és szorasat!

13.5. Adott a {3;7} szdmsokasdg. Bovitsiik ki egy elemmel, hogy ne valtozzon a szérisa!

13.6. Hatédrozzuk meg a H, = {0; %; %; el ”T_l; 1} halmaz szorését és a széras hatérértékét,
ha n tart a végtelenhez (az egyenletes eloszlas szérésa)!

13.7. [9]

a) Bizonyitsuk be, hogy ha n szdm 6sszege 0, abszolut értékeik Gsszege a, akkor a legnagyobb
és a legkisebb szam kiilénbsége legalabb %‘1

b) Az A1 As ... A, konvex n-szog belsejében tigy valasztottuk ki az O pontot, hogy az O—Al> +
4+ OAs + ... + OA, vektortsszeg a nullvektor, mig a vektorok hosszanak Osszege d. Igazoljuk,
hogy az n-szog kertilete legalabb 4d/n.

c) Eles-e ez a korlat minden n esetén?

3=



13 fejezet. A széras
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14. FEJEZET
Vegyes feladatok

14.1. (M) [18] Nyolc egyforma babut taldlomra elhelyeziink egy sakktdblan. Meny-nyi annak
a valdszinlisége, hogy mind a nyolc sorban és mind a nyolc oszlopban pontosan egy-egy babu
lesz?

14.2. Legaldbb hany pénzdarab kell ahhoz, hogy 90%-ndl nagyobb esélye legyen annak, hogy
feldobva van koztiik fej?

14.3. (M) A kényvespolc als6 polcardl a kétéves Pisti leszedte a konyveket, majd ,sajat izlése
szerint” visszarakta mind a 25-6t. Mennyi a valdszinlisége annak, hogy a koztiik levé harom
idegen nyelvii konyv egymads mellé kertilt ?

14.4. Egy haldlraitéltnek némi esélyt kivinnak adni az életben maradésra. Adnak neki 50 fehér
és 50 fekete golyot és két urnat. A golydkat eloszthatja a két urndba. A héhér méasnap reggel
taldlomra kivalaszt egyet a két urna koziil, majd a kivalasztottbol kihtz egy golydt. Ha az fekete,
akkor kivégzik az elitéltet, ha fehér, akkor szabadon engedik. Hogyan célszerii elosztani golyokat,
hogy a legnagyobb val6szintiséggel életben maradjon?

14.5. (M) [4] Egy 4 x 4-es négyzetracs alaku labirintus két atellenes csticsiban — a kijéra-
tokndl — egy egér és egy macska van. Mindketten adott jelre, ugyanakkora sebességgel elindul-
nak a szemkoztes kijarat felé igy, hogy minden 1épésben kozelednek céljukhoz (14sd az 1. abrat).
Egymaést nem latjak, atvalasztasuk az eldgazdsokban véletlenszer(i. (Ez azt jelenti, hogy amikor
eldgazashoz érnek, a lehetséges két irdny koziil egyforma valésziniiséggel vélasztanak.)

FE —

l
T

M

14.5.1. abra.

a) Mekkora annak a valészintisége, hogy taldlkoznak ?
b) Altalanositsuk a feladatot!

14.6. (M) [6] Egy futballklub edzésének megkezdése el6tt az edzésen résztvevd 22 jatékost két
csoportba osztjak. Mi a valdszinlisége annak, hogy ha taldlomra torténik a szétosztas két 11-es
csoportba, a két legjobb jatékos egymas ellen jatszik ?

14.7. [12] Bejut-e a mdsodik a déntdbe ?

A nyolc résztvevis kieséses teniszbajnoksigot az alabbi dbran lathaté rendszerben bonyolitjak
le. Ehhez a jatékosok kozott véletlenszeriien osztjak ki az 1, 2, ..., 8 sorszamokat.

Tegyiik fel, hogy a jatékosok képességiik szerint egyértelmilen rakhaték sorrendbe és a jobb
mindig legy6zi a kevésbé jot!

a) Mennyi az esélye a masodik legjobb jatékosnak, hogy bejusson a dontébe?

Q7



14 fejezet. Vegyes feladatok 14.1. Hézag

1. fordulé

el6donto

gyoztes

N Wk otoy N

14.7.1. &bra.

b) Mennyi annak az esélye, hogy a masodik és a harmadik legjobb jatékos Gsszeméri tudasat
ezen a versenyen ?

c) Valaszoljunk az el6z6 kérdésekre a 2™ résztvevis fenti rendszerti kieséses bajnoksdg esetén
is!

14.8. (M) [4] Hérom herceg, A, B és C egyarant szerelmes Bergengocia kirdlylanyiba. El-
hatérozzak, hogy egyetlen pisztolyparbajban eldéntik, melyikiik legyen a kér6. Egyszerre kor-
bedllnak és barmelyikiik 10het barmelyikiikre. Tudjak egymésrol, hogy ha 16, A 1, B 0,8 és C
0,5 valészintliséggel taldl, ezért abban allapodnak meg, hogy el6szor 16 C, utana (ha életben van)
B, végiil A. Ha nincs vége a parbajnak, akkor még egy kort 16nek azonos sorrendben.

Mikor a kirdlylany meghallotta a feltételeket, a parbaj el6tti este titokban kicserélte C' els6
goly6jat vaktoltényre.

a) Kibe szerelmes a kiralylany ?

b) Hogyan valtoznak meg a parbaj valésziniiségei, ha most a felek nemcsak ketts, hanem
tetsz6leges szamu l6vést adhatnak le? (A kirdlyldny most is csak az elsé golyét cseréli ki vak-
toltényre.)

14.9. (M) [19] USA érettségi, 1988

Legyen p annak a valdszintlisége, hogy egy szabdlytalan érme fejre esik, és w annak a valészintisége,
hogy 6t dobasbdl harom lesz fej. Tegyiik fel, hogy w = 144/625. Melyik helyes az alabbi &llitdsok
kozil:

a) p=2/5, b) p =3/5, c) p nagyobb, mint 3/5,

d) t6bb ilyen p érték létezik, e) ilyen p érték nem létezik.

14.10. [19, 3] Egy jegypénztarhoz 2n szamu vasarl6 érkezik. Koziliik n vasérlonak csak ezrese,
a tobbinek csak Gtszdzasa van. Egy jegy ara Otszaz forint, és nyitaskor a pénztarban nem volt
pénz. Feltessziik, hogy a 2n vev$ egymastdl fliggetleniil érkezik, barmely sorrendnek ugyanakkora
a valoszintisége. Mekkora a valdszintisége, hogy egyetlen vevonek se kelljen varnia?

14.11. A kozségi polgdrmester-vilasztason az A jelolt a, a B jeldlt b szavazatot kapott 0 < b <
< a. Mennyi az esélye, hogy a szavazatszamlalas soran a B jelolt sohasem vezetett A el6tt?

14.1. Hézag

14.1. (M) [19] USA érettségi, 1984

Véletlenszerlien lerakunk 3 piros, 4 z6ld, 5 fehér golyét egy sorba tigy, hogy barmelyik lehet-
séges sorrend egyenlé valészintiségli. Hatdrozzuk meg annak valdszintségét, hogy nem Kkeriil
egymas mellé két zold golyd!
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14.2. Nagysagrendi sorrend 14 fejezet. Vegyes feladatok

14.2. (M) [10] Egy féutvonalon végighaladva nyolc helyen van kozlekedési lampa. Annak
valosziniisége, hogy egy lampa éppen pirosat jelez, amikor odaériink, 0,4. Mekkora annak a
valosziniisége, hogy nem taldlkozunk kozvetleniil egymés utan két tilos jelzéssel ?

14.2. Nagysagrendi sorrend

14.1. Az interneten elérhetd
http://www.szerencsejatek.hu/xls/otos.xls

fajl tartalmazza az eddigi 6toslotté (az 1-90 szamok koziil hiznak ki 6t6t) nyer8szdmokat. A
tablazatban a kihtizott szdmok mindegyik hizasndl névekvo sorrendben vannak felsorolva, tehat
pl. a legkisebb szamok egy oszlopban egymas alatt olvashatdk.
a) Tippeljik meg az eddigi — tébb mint 2800 — hiizadsban a legkisebb szam atlagos értékét!
b) Ellendrizziik tippiinket az emlitett fajl letoltésével és az atlag kiszamolasaval! Ki tippelt a
legjobban ?

14.2. (M) A Bergengéc Lottéban az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} szdmok koziil hiznak ki kettét
(visszatevés nélkiil).

a) Melyik a kisebbik szdm legvaldszintibb értéke?

b) Hatarozzuk meg a kisebbik szdm véarhaté értékét!

c) Hatarozzuk meg a kisebbik szam varhaté értékét, ha az {1,2,3,...,n} szdmok koziil hiiznak
ki kettét!

d) Mennyi a kisebbik szam legvaldsziniibb értéke, ha az {1,2,3,...,n} szdmok koziil hiznak
ki kett&t?

14.3. (M) A Bergengéc Lottét megreformaljak! Az {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} szdmok koziil
mostant6l négyet hiznak ki (visszatevés nélkiil).

a) Melyik a masodik legkisebb szdm legvalésziniibb értéke?

b) Hatérozzuk meg a mésodik legkisebb szdm varhaté értékét!

c) Hatdrozzuk meg a masodik legkisebb szam varhat6 értékét, ha az

{1,2,3,...,n}

szamok koziil huznak ki négyet!
d) Hatarozzuk meg a mésodik legkisebb szam legvaldsziniibb értékét!

14.3. Permutaciok

14.1. (M) Bergengécidban a sakkversenyz6k kozott 9 nagymester van. El6-pontjuk mind kiillén-
boz6 (a sakkversenyzék korabbi mérkézéseik eredménye alapjan kapjik az El§ Arpadrél eln-
evezett pontszamot, lasd http://hu.wikipedia.org/wiki/Elé-pontrendszer)

A 9 nagymester részt vesz az orszag csapatbajnoksigan, amely harom haromf{és csapatbdl, azaz
éppen beldlik all. Amikor két csapat jatszik, akkor harom tablan csapnak Gssze a versenyzok, az
elsd tablan a két csapat legtébb ElS-ponttal rendelkezé jatékosa, a mésodik tablan az Elé-pont
szerinti masodikak, a harmadikon az utolsok.

A bajnoksidgban minden csapat mindegyikkel pontosan egyszer jatszik. El6fordulhat-e, hogy
mindegyik mérkézésen mindegyik tdblan a nagyobb Elé-pontt jatékos legy6zi a kevesebb Elbvel
rendelkezot, a harom csapat mégis korbeveri egymast ?

20



14 fejezet. Vegyes feladatok 14.8. Permutdciok

14.2. [18] Vettiink 6t darab egyforma Blend-a-med Complete és egy Blend-a-med Soda Bi-
carbonate fogkrémet. A szatyorban kicsisztak a dobozukbdl. Hazaérve taldlomra beletettiink
mindegyik dobozba egy-egy tubus fogkrémet.

a) Mekkora a valdszintisége annak, hogy mindegyik dobozban a feliratnak megfelel$ fogkrém
van?

b) Mekkora a valdsziniisége annak, hogy pontosan 6t dobozban van a feliratnak megfelel6
fogkrém?

c) Mekkora a valdszintisége annak, hogy pontosan négy dobozban van a feliratnak megfelel6
fogkrém?

14.3. Oten kihtzzék egymés nevét egy kalapbél. Mi az esélye annak, hogy senki sem hiizza ki
a sajat nevét?

14.4. Oten kihtizzak egymaés nevét egy kalapbdl ajandékozas céljabél. Mi az esélye annak, hogy
korbe ajandékozzdk egymast, tehdt hogy egyetlen ciklus alakul ki?

14.5. Egy embernek n kulcsa van, ezek koziil csak az egyik nyitja az ajtajat. Egymas utan
prébélja ki a kulcsokat (visszatevés nélkil). Hatdrozzuk meg a prébélkozdsok szaménak elos-
zl4sét!

14.6. (M) Kiirschdk verseny 1971

Van 30 perselyiink és mindegyikhez egy-egy kulcs, amely a tobbi perselyt nem nyitja. Valaki
taldlomra bedobja a kulcsokat a zart perselyekbe. Két perselyt feltoriink. Mennyi a valdsziniisége,
hogy a tobbi perselyt feltorés nélkiil ki tudjuk nyitni?

14.7. (M) [14] IMO 1989. New York, javaslat
varhato értékét! Az (i1, 19, ... ,1,) permutici6 inverziéi mindazok az 1 < k # m < n szdmparok,
amelyekre k < m, de i > i,, (tehdt mindazon szampdarok szama, amelyek nagysigrendjiikkel

c sz

alabbi parok allnak inverzidoban: (21), (41), (43), tehat az inverzidk szama itt 3.

14.8. [8] Véletlen permutdacié generdldsa

A 7 permutéci6 legyen identikus, azaz minden szam marad a helyén: my(i) = i, tehat mp =
= (1,2,...,n). Futtassuk a k valtozét 1-t6l (n — 1)-ig és minden lépésben képezziikk a mp_1
permutaciobdl a mp, permutéciot ugy, hogy cseréljiik ki a benne k-adik helyen &ll6 7,1 (k) sza-
mot az l-edik helyen &ll6 m;_1(l) szdmmal, ahol l-et minden lépésben egyenletes eloszldssal
véletlenszeriien vélasztjuk az {1,2,...k} halmazbdl. A program:

1. 7=(1,2,...,n);
2. fork=1to (n—1);

3. valasszunk egy [ véletlen szdmot az {1,2,...,k} halmazbdl;
4. cseréljuk ki m(k)-t és m(l)-t.
Mutassuk meg, hogy ez az eljaras ,,jé véletlent” ad, azaz a 1, 2, ..., n szdmok minden per-

ez 2

c sz

nak varhatd értékét!
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14.4. Idegen nyelven 14 fejezet. Vegyes feladatok

14.10. (M) Az osztély 35 tanuldja kihizza egymaés nevét egy kalapbdl ajandékozas céljabol. Az
osztalykaracsonykor a legfiatalabb didk kezdi az ajandékozast. Lancban ajandékozzdk egymast a
gyerekek, aki ajandékot kapott, a kovetkezd 1épésben 6 adja at ajandékat annak akit hiizott, mig
az egyik didk a sort elindit6 legfiatalabbnak adja ajandékat. Hatarozzuk meg az igy kialakuld
els6 kor hosszanak eloszlasat!

c sz

nak varhato értékét!

14.12. (M) Adott 10 darab tojas: 2 fehér, 2 zdld, 2 sarga, 2 kék és 2 piros, tehat mindegyik
szinbol ketto van. Véletlenszeriien 5 part készitiink beldliik. Mi az esélye, hogy pontosan k£ parban
vannak azonos szinli tojasok? Adjuk meg a kérdezett valészintiséget k =0, 1, 2, 3, 4 és 5 esetén!

14.4. Idegen nyelven

14.1. angol nyelvii matematika érettségi 2008 mdjus

There were 100 students from the 9 — 12th grades of a Hungarian high school subject to an
international survey on math education. Each student took the same test and the maximal score
was 150 points. The average score of the students was 100 points. The number of students from
the grades 9— 10th was one and a half times of the number of students from the grades 11 — 12th

19th

and, at the same time, the mean score of the students from the grades 11 — was one and a

half times of the mean score of the students from the grades 9 — 10th.

a) Calculate the mean score of the students from the grades 11 — 12th,

Having run the survey the organizers were also interested about how did the students judge
the diffuculty of the questions. There were three students out of the 100 chosen randomly and
they were asked to fill a questionaire.

b) What is the probability that there were 2 students chosen from the grades 9 — 10th and 1

student from the grades 11 — 12th?

14.2. (M) http://stattrek.com/Lessonl/Bayes.aspx

Marie is getting married tomorrow, at an outdoor ceremony in the desert. In recent years, it has
rained only 5 days each year. Unfortunately, the weatherman has predicted rain for tomorrow.
When it actually rains, the weatherman correctly forecasts rain 90% of the time. When it doesn’t
rain, he incorrectly forecasts rain 10% of the time. What is the probability that it will rain on
the day of Marie’s wedding?

14.5. Paradoxonok

14.1. [7] Az {1,2,3,4,5,6} halmazbdl vett szamok kéttagi Osszegeiként a 9 és a 10 is két-
féleképpen all eld:
9=34+6=4+05;

10=4+6=>5+5;

Héaromtagu 6sszegként pedig mindkét szamnak hatféle el6allitasa van:
9=1424+6=14+3+5=14+4+4=2+2+5=24+3+4=3+3+3;

10=143+6=1+44+5=24+24+6=2+3+5=24+44+4=3+3+4.
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14 fejezet. Vegyes feladatok 14.6. Valoszintiség és geometria

Ennek alapjan sokaig azt gondoltak, hogy a dobott szamok Osszege ugyanakkora eséllyel lesz
9-es, mint 10-es. Melyiknek nagyobb a valésziniisége, annak, hogy 9 vagy annak, hogy 10 lesz az
Osszeg, ha

a) két b) hirom

dobdkockaval dobunk?

14.2. [7] De Méré lovag paradozona

a) Egy kockat dobunk fel sokszor egymas utan. Atlagosan hanyadikra dobjuk az elsé hatost?

b) Két kockat dobunk fel sokszor egymés utén. Atlagosan hényadikra dobjuk az els6 dupla
hatost?

c) Hényszor kell feldobni egy kockat ahhoz, hogy valészinlibb legyen, hogy dobtunk mér
hatost, mint hogy nem dobtunk?

d) Hényszor kell feldobni két kockéat ahhoz, hogy valésziniibb legyen, hogy dobtunk mér dupla
hatost, mint hogy nem dobtunk? El6szér 1 perc alatt tippeljiink, utdna szamoljunk!

14.3. [7] Az osztozkodds paradozona

Két jatékos egy igazsdgos jatékot jatszik (ugyanolyan eséllyel nyer mindegyik), és abban 4l-
lapodnak meg, hogy az nyeri az egész kitlizott pénzosszeget, aki elészor nyer 6 jatszmét. A
jatékosok valamilyen okbdél abbahagyjak a jatékot, mikor az els6 5, a masodik 3 jatszmét nyert.
Hogyan méltanyos osztozkodni a téten?

14.4. [7] (sziletésnap-paradozon)
Megkozelitoleg hany ember esetén valdsziniibb, hogy lesz kézottiik kettd, akiknek az év ugyana-
zon napjara esik a sziiletésnapjuk, mint az, hogy nincs két ilyen ember? (Szadmoljunk 366 nap-

pal.)

14.5. [7] Az adulehivds paradozona

A bridzset 52 lapos francia kartyaval jatsszédk. A négy jatékos mindegyikénél 13-13 lap van. Az
asztalnal szemkozt 16 jatékosok (akik hidat, bridge-et alkotnak) egyiitt vannak. S6t, a lejatszas
elején az egyik jatékos kiteriti lapjait az asztalra, és a vele szemkozt 1l6 partnere jatszik az
0 lapjaival is. Ez a jatékos azt latja, hogy ndla és az asztalon Gsszesen 7 adu van, tehat az
ellenfeleknél Gsszesen 6.

a) Melyik az esélyesebb, hogy az ellenfeleknél 3 — 3 adu van, vagy az, hogy az egyiknél 2, a
mésiknal 47

A jatékos egymas utdn kétszer adut hiv, és mindenki adut tesz r4 mind a két alkalommal.

b) Ha 22 lapot — melyek kézt 2 adu van — kiosztunk két 11-es csoportba, akkor melyik az
esélyesebb, hogy mindkettében 1 adu lesz, vagy az, hogy az egyikben 0, a masikban 27

14.6. [7] Schrodinger paradozona

Két boritékban ismeretlen mennyiségii pénz van. Nem tudni, melyikben van tobb, de azt
tudjuk, hogy amelyikben tobb van, abban kétszer annyi van, mint a mdasikban. Az egyiket
kinyitjuk, és megnézziik, mennyi van benne, majd ezek utén el kell dénteni, hogy elfogadjuk-e
ezt a pénzosszeget, vagy inkdbb az ismeretlen, masodik boritékot valasztjuk.

Hogyan érdemes donteni?

14.6. Valbszinliség és geometria

14.1. (M) [14] IMO 1983, USA, javaslat

A szabélyos n-szog (n > 6) csticsai koziil véletlenszeriien kivalasztunk két kézos pont nélkiili
pontharmast. Mennyi az esélye, hogy a két pontharmas — mint csticsok — altal meghatarozott
két haromszog nem metszi egymést?
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14.7. Nehéz versenypélddk 14 fejezet. Vegyes feladatok

14.2. (M) [14] IMO 1978, NDK, javaslat
A szabalyos n-szog cstucsai koziil véletlenszertien kivilasztunk harmat. Meny-nyi az esélye,
hogy az altaluk — mint csticsok altal — meghatarozott haromszog hegyesszogii?

14.7. Nehéz versenypéldak

14.1. Tekintsiik a koordindtarendszer kévetkezé hat pontjat: (0;0), (0;1), (1;0), (1;1), (2;0),
(2;1)! Egy bolha ugrél ezen a hat ponton a kévetkez6 szabély szerint. Minden lépésben véletlen-
szertien kivalaszt egy szomszédos pontot és arra atugrik. A szomszédos pontok k6zott egyenld
valészintiséggel valaszt. Mi a valészinlisége annak, hogy a (0;0) pontbdl indulva 23 1épés utén az
(1;0) pontra ér? Két pontot akkor neveziink szomszédosnak, ha az egyik koordinatdjuk azonos,
a masik eggyel tér el.

14.2. [10] Komal, B. 3441., 2001. feb.

Pinokkiénak 9-féle akadalyon kell sikerrel ttljutnia, hogy htis-vér gyerek lehessen. Nehéz dolga
van; ha egy akadélyon elbukik, akkor vissza kell térnie az el6z0hoz, és ott Gjra kell prébalkoznia.
Ha a legelsé akadédlyon bukik el, akkor fabdbu marad orokre. Pinokkié nem tanul a kudar-
cokbdl, ezért az egyes akadalyokon a siker valészinlisége mindig 1/10, 2/10, 3/10, ..., 9/10,
akarhanyadszor is prébalkozik. Milyen sorrendben rendezze el a Kékhaji Tiindér a Pinokkiora
varé akadalyokat ahhoz, hogy Pinokkié a legnagyobb eséllyel valtozzék at igazi gyerekké, és
mekkora ebben az esetben a siker valésziniisége ?

14.3. OKTV, 1997/98, 11I. kat. 1. ford. 4. fel.

Egy-egy cédulara felirtuk az 1, 2, 3, illetve 4 szamokat. Anna kihtz egy céduldt a négy koziil,
majd visszateszi a tobbi kozé. Ezutdn Zséfi hiz ki egy cédulat, utdna visszateszi, majd ismét
Anna kovetkezik stb. A kihtzott szamot mindig hozzdadjdk az addig kihtizott szamok 6sszegéhez.
Az nyer, akinek a hizasa utdn el6szor lesz az Osszeg 3-mal oszthaté. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy Anna nyer?

14.4. OKTV, 1991/92, 11I. kat. 1. ford. 3. fel.

Bergengéciaban haromféle fémpénz van forgalomban, ezek - névekvé értéksorrendben - az
alig, a bagd és a csenevész. Marton és Nandor a kovetkezo jatékot jatsszak. Marton elévesz egy
altala valasztott érmét, erre Nandor koteles a mésik két fajtabdl egyet-egyet elévenni. A harom
érmét egyszerre feldobjak, és azé lesz mindharom érme, akinek az irdsra esett érméje vagy érméi
nagyobb Osszértéket képviselnek. Ha csupa fej jon ki, akkor mindenki megtartja a sajat pénzét
(més esetben nem fordulhat el6 dontetlen). A fiik észreveszik, hogy a jaték mindig igazsigos,
akarmelyik érmét is veszi el6 Marton. Kérdés: hany aligot ér egy csenevész?

14.5. Kiirschdk verseny, 1990.

100 gyerek kozott egy nem szabalyos érme tobbszori feldobdsaval szeretnénk egy ajandékot
kisorsolni. A pénzdarabot k-szor feldobjuk, miutdn a dobdssorozat minden egyes kimenetelére
meghataroztuk, hogy az adott esetben ki nyer. Bizonyitsuk be, hogy a ,,fej” dobéas p valdszintiségét
és a k értékét alkalmasan megvalasztva a 2F kimenetelt fel lehet osztani a gyerekek kozt 1gy,
hogy mindenki egyforma valésziniiséggel nyerjen!

14.6. Kiirschdak verseny, 1986.

A és B a kévetkezd jatékot jatssza: az elsé 100 pozitiv egész koziil véletlenszertiien kivalasztanak
k darabot, és ha ezek Osszege paros, akkor A nyer, egyébként pedig B. A k milyen értékeire lesz
egyenlé A és B nyerési esélye?
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Segitség, itmutatas

1. A statisztika alapjai

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

2. Kisérletek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

3. Statisztikak

3.3. A Winword Edit/Replace azaz Szerkesztés/Csere utasitdsa végrehajtéskor kiirja a lecserélt
betiik szamat.

4. Esélyek

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

5. Hipergeometrikus eloszlas

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

6. Binomialis eloszlas

6.4.

1. segitség, utmutatas. Tekintsiik gy, hogy a lemondas valészinlisége megegyezik a korabbi
lemondésok relativ gyakorisagaval.

2. segitség, tmutatas. A szdmoldshoz hasznalhatunk szoftvert, pl tdblazatkezel6 programot
(Excel, OpenOffice.Calc)

7. Geometriai eloszlas

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.

8. Genetika

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatasokat.
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Segitség, utmutatas 9. A wvarhato érték

9. A varhato érték

9.3. Fogalmazzuk meg a kérdést matematikailag!

Van, aki igy fogalmazza: melyik az a legnagyobb n, amelyre nagyobb az esélye, hogy addig még
nem dobtunk hatost, mint annak, hogy dobtunk ?

Ez egy nagyon j6 kérdés, de nem illeszkedik a feladathoz. Ha pl a k szdmot dobva k millid
Ft-ot nyernénk, mig hatos dobas esetén a tanar azt mondand nekiink sziards szemmel, hogy
»ejnye bejnye”, akkor is ez lenne a matematikai kérdés?

Logikus ezzel a matematikai kérdéssel foglalkozni: Legyen n vdllalt dobdsra kiszdmolva vdrhato
nyereményink E(n). Mely nemnegaliv egész n esetén van az E fiiggvénynek maximuma ¢

Hatarozzuk meg elészor E(1) és E(2) értékét!

10. Feltételes valoszintiség

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

11. Jatékok

11.6.

1. segitség, atmutatas. A 11.4. feladatban lattuk hogyan kell dsszehasonlitani két kockét.
Feltételezziik, hogy ezzel Andras és Béla is tisztdban van.

Andréasnak csak akkor van esélye, ha fel tudja gy irni a kockdkra a szamokat, hogy a harom
kocka ,korbeverje” egymést: ha az I-es és I1-es kockat Osszehasonlitjuk, akkor legyen pl. I-es
esélyesebb a Il-esnél, a Il-es és a I11 egymas kozti csatajaban I1-es legyen jobb a IIl-asnél,
mig a I11-as legyen jobb az I-esnél.

Prébélkozzunk meg igy szdmozni a kockakat!

2. segitség, utmutatas. Lasd a 14.1. feladatot!

11.15. Oldjuk meg a feladatot n = 1 és n = 2 esetén! Fogalmazzunk meg sejtést, igazoljuk!

12. Markov lancok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.

13. A szoras

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és itmutatasokat.

14. Vegyes feladatok

Ez a fejezet nem tartalmaz segitséget és utmutatdsokat.
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Megoldasok

1. A statisztika alapjai

1.1. A tippek halmaza: H = {z1;x2;...;z,} adatsokasidg. Nem halmaz, mert ugyanaz az elem
tobbszor is lehet.

Néhany eljarasi otlet didkoktol:

1. Epitsiink kiilonb6z6 magassdgti mintatornyokat és mindegyik torony magassagat tippeltessiik
meg hasonlo jellegii tarsasdggal. Ahol a tipphalmaz hasonlé az adott tipphalmazhoz, azt a ma-
gassagot valasszuk!

2. Vegyiik az adatok valamilyen kozepét, esetleg elézbleg dobjuk ki a legkisebb és legnagyobb
elemet vagy elemeket vagy azok bizonyos szazalékat.

3. Vegyiik az adatok atlagét, az attél leginkabb eltéré néhanyat dobjuk ki és vegytlik a maradék
atlagat.
4. Az y, z jeloltek koziil kivalaszthatjuk a jobbikat az aldbb eljarassal:

y+z
7

— Szamoljuk ki y és z atlagat:
— Szamoljuk meg a H adatsokasag elemei koziil hany nagyobb %—nél és hany kisebb néla.

— Ha tobb nagyobb van, akkor y és z koziil a nagyobb a jobb jelolt, ha pedig tébb kisebb
van, akkor y és z koziil a kisebbik a jobb.

5. Egy adott z jelolthoz rendeljiink egy hibaértéket. Erre két szokasos eljaras van:

— Az x szdm atlagos abszolit eltérése a H adatsokasagtdl:

|v — 21|+ |z — 22| + ... + |z — 2y
- :

— Az x szdm atlagos négyzetes eltérése a H adatsokasagtol:

(w—xl)z—|—(w—x2)2+...+(x—xn)2'

Az a jelolt a legjobb, amelyre a hibaérték a legkisebb.

1.2. Erdemények: a) 4, b) 3.

1.3. a) Az x szam &tlagos négyzetes eltérése az {x1;x2;...;z,} szdmsokasigtol:
n 2 n n 2
Zz_l( 1) — (L‘2 — 2 =11 + =1 _
n n n
n 2 n 2 n 2
—(r— i=1"1 + =13 =11 )
n n n
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Megoldasok 1. A statisztika alapjai

n
/ , ap . , s ’ — .1 g ’ ’ ’ ’ s s .
Léathaté, hogy a kifejezés a minimumat az x = T = “~4=1— szamndl, a sokasag dtlagdnal veszi
fel. Az atlag négyzetes eltérése a szamsokasagtol a

n 2 n 2
p? o 2i=1Ti (Eizl SCZ>

n n

szérasnégyzet.

Definicié: szamsokasag szordsnégyzete az atlag atlagos négyzetes eltérése a szamsokasagtol.

D

QZx%—l—x%—f—...—l—x%_<x1+x2+...+xn>2

n n

Ez az atlagos négyzetes eltérés minimalis értéke. A szadmsokasig szordsa a szérasnégyzet gyoke:
D.

A levezetés és az elnevezések alapjan az x szam atlagos négyzetes eltérése a szamsokasagtol
igy is irhato:

(z — %)% + D2
b) Az x szdm atlagos abszolit eltérése az {x1;x9;. ..z, } szdmsokasigtol:
Yo e — @ _ |x — x| + |z — 22| + ... + |z — x4
n n )

A tovabbi magyarazat egyszeriisége kedvéért tegyiik fel, hogy az adatsokasag elemeinek nagysa-

grendi sorrendje megegyezik az indexek sorrendjével:
1 <129 < ... < 1y
Ha z < x1 és z-et Ax-szel mozgatjuk zq felé, akkor mindegyik |x — x;| ,tavolsdg” csokken, az
atlagos négyzetes eltérés értéke nAx-szel csokken. Ugyanigy, ha x,, < x, akkor x,felé mozgatasa-
val csokken az atlagos abszolut eltérés. Ha z1 < z < x,,, akkor a két széls6 elemtdl vald tavolsag
Osszege fix:
e — x|+ |z —zp| =2 — 21 + 2y — T = 2y — 7.

igy az adatsoksag két széls6 elemét levehetjiik, majd tjrakezdhetjiik a gondolatmenetet. Kideriil,
hogy — amennyiben legalabb négy elem van a sokasidgban — az atlagos négyzetes eltérés értéke
akkor a legkisebb, ha xo és x,_1 k6z0tt vessziik fel x-et, de az zo-t0l és x,_1-t6l vald tavol-
ségosszeg értéke fiiggetlen attdl, hogy ezen beliil hol van z. Igy haladhatunk tovdbb, mig csak
egy vagy két elem marad a sokasdgban. Egy elemtdl valo tavolsag akkor a legkisebb, ha x mege-
gyezik azzal az elemmel, mig két elemtdl vald tavolsag a minimumat a két elemen és azok kozott
bérhol felveszi.

Igazoltuk, hogy az x szdmnak a H = {z1;x9;...;2,} adatsokasagtol valé atlagos abszolit
eltérése akkor minimadlis, ha x a H nagysdgrendben koézépsé eleme (ha H elemszama paratlan),
illetve ha H kozéps6 két eleme kozott 1év6 tetszbleges szam (H elemszdma paros).

Definicié: Szamsokasig medidnja a nagysagrendben kozépso eleme, illetve a kozépso kettod
atlaga H elemszamanak paritdsa szerint.

Definicié: Szamsokasag modusza az az elem, amely a legtobbszor fordul el6 a halmazban.
Ha t6bb elem is ugyanolyan sokszor, legtébbszor fordul el6 a halmazban, akkor a mdéduszok
halmazarél beszéliink.

A szamsokasag szérodasanak méroszama még a szorason kiviil:

Definicié: szamsokasag terjedelme a legnagyobb és legkisebb elemének kiilonbsége.
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1. A statisztika alapjai Megoldasok

1.4. a) Pl. {1;2;6}.
b) Haromelemi halmazt keresiink: {z;2;7 — z}. Ennek a varhato értéke 3, és x <2 <7 —x
esetén a medidnja 2. A szérasa akkor 5, ha

(x—3°4+1+@—-2)?=22%—142+26="75

Az egyenlet gyokei:

7T+7V3
—
Tehét a halmaz:
-3, TH+TV3
2 7 2 :
c) {1;1;3;7}
1.5, 2LALASI82 _ 5389 _ 9743,

1.6. a) Az atlagot meg lehet hatarozni, ha vessziik az eredeti szdmsokasédg elemeinek Gsszegét,
és ebbdl megallapithatjuk az Gj sokasig Osszegét és igy atlagdt is:
55,7-72+56 20332
73 365

~ 55,70.

Miést azonban nem lehet megadni.

b) Az atlag ebben az esetben is ugyanannyi, viszont a medidnja mindenképpen 55, hiszen
az eredeti halmaz két (nagysag szerint) kozépsé elemének az dtlaga 54,5, vagyis mivel 54 van,
ez a két elem koziil a kisebbik, vagyis az 55 a nagyobbik, igy az 56 hozzdadasaval az 55 lesz a
k6zéps6. A mddusz viszont nem egyértelmii, ugyanis lehet csak 54 vagy 54 és 56.

1.10. a) A P(z;y) pontra

PA> = ((x=1P+(y=57°) = 2”—20+y’—10y+26
PB? = ((x—=77%4(y—10)%) = 2®— 14z +y* — 20y + 149
PC? = ((z—4)2+(y—12)%) = 22—8zx+y?— 24y + 160,

azaz

2
PAQ—i—PBQ—f—PCz:3x2—24x+3y2—54y+335:3-(x2—8x+y2—18y+111§):

:3-<(x—4)2+(y—9)2+14§>.

Tehét a négyzetosszeg akkor minimdlis, ha z =4 és y =9, azaz P a (4;9) pont.
b) Most

PA? 4+ PB?+PC? = 32° —2(a1 + b1 +c1)x+3y> —2(ag+bo+ o)y + (a2 + 03+ 3+ a3 +b3+c3) =

=3. [(m _ ¢11+%1+01)2 + (y _ a2+%2+02)1 +

a2 4b3+c3ad+bi4cd <a1+b1+61)2 _ (a2+b2+c2)2]
3 3 ’

+3- !

azaz P (a1+b1+c1 . a2+b2+62)
3 ’ 3 .
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Megoldasok 2. Kisérletek

1.12. Felelevenitjiik annak levezetését, hogy az atlagos négyzetes eltérés az atlagnal minimélis.

Az x szam atlagos négyzetes eltérése az {x1;x2;...;x,} szdmsokasigtol:
n 2 n n 2
zfl( Z) — (L‘2 — 9 =11 + szl i
n n n
n 2 n 2 n 2
— (m _ i=1 Z> + =13 < i=1 Z) )
n n n
. p ey .. . — Zil Z4 p p ‘2 (2 .
Lathato, hogy a kifejezés a minimumét az x =7 = <=1— szamnal, a sokasag atlaganal veszi

fel. Az atlag négyzetes eltérése a szamsokasigtol a

n 2 n N 2
D2 — Zi=t%i _ (Zizlgcz)

n n

szorasnégyzet. A levezetés és az elnevezések alapjan az x szdm Aatlagos négyzetes eltérése a
szamsokasagtol igy is irhatd:
(x —7)* + D%

Vélasz a 13. feladatra: igen megadhat6, (11 — 3)% + D? = 64 + 25 = 89.

1.13. a) A medidn, a médusz és az atlag 3-mal né. A terjedelem és a szérds nem valtozik.
b) Minden harommal szorzédik.

1.14. Minden eleme egyenld.

1.15. A médusz, a median és az dtlag mind a harom esetben 3. Az 1., 2., és a 3. tanuld jegyeinek
szorasa rendre 0, \/% ~ 0,7385489459, \/% ~ 1,3483997249.

1.16. a) 2.
b) Nem valtozik.
c) Csokken,
140
— ~ 1,972026594
36
lesz.

1.17. Az 1.2. feladat szamsokasdgahoz a 3, az 1.3.-hoz az Osszes szam 3 és 8 kozott a széleket
is beleértve.

2. Kisérletek

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldast.

3. Statisztikak

3.1. A megoldast tablazatkezel6 program segitségével a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/toldibetustatisztika.xls,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/toldibetustatisztika.ods

Excel illetve OpenOffice.Calc fajlokban végeztiik el.
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3. Statisztikdk

Megoldasok

a) | magyar karakter | gyakorisig | relativ gyakorisig
1. E 5204 0,098242435
2. A 4764 0,089936003
3. T 4244 0,080119311
4. N 3326 0,062789073
5. L 3223 0,060844613
6. S 3090 0,058333805
7. K 2329 0,043967454
8. R 2168 0,040928055
9. M 2132 0,040248438
10. O 2128 0,040172925
11. I 2071 0,039096864
12. G 2063 0,038945838
13. A 1846 0,034849257
14. Z 1807 0,034113005
15. E 1686 0,031828736
16. Y 1507 0,028449529
17. D 1366 0,025787695
18. Vv 1110 0,020954862
19. B 1010 0,019067037
20. H 1001 0,018897132
21. J 831 0,015687829
22. O 683 0,012893848
23. F 550 0,01038304
24. C 482 0,009099318
25. P 459 0,008665119
26. O 426 0,008042136
27. U 424 0,00800438
28. O 329 0,006210946
29. I 226 0,004266485
30. U 212 0,00400219
31. U 195 0,00368126
32. U 79 0,001491382

0Ssz:

52971

1
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Megoldasok

3. Statisztikdak

b) | magyar hang | gyakorisiag | relativ gyakorisag
1. E 5204 0,103721125
2. A 4764 0,094951468
3. T 4198 0,0836705
4. L 3027 0,060331254
5. N 2946 0,05871684
6. K 2329 0,046419389
7. R 2168 0,043210492
8. M 2132 0,042492974
9. o) 2128 0,04241325
10. I 2071 0,041277181
11. A 1846 0,036792697
12. S 1803 0,035935663
13. E 1686 0,033603731
14. D 1363 0,027166006
15. G 1178 0,023478763
16. Vv 1110 0,022123453
17. B 1010 0,020130349
18. H 1001 0,01995097
19. SZ 920 0,018336556
20. GY 885 0,017638969
21. Z 858 0,017100831
22. J 831 0,016562693
23. O 683 0,013612899
24. F 550 0,010962071
25. P 459 0,009148347
26. 0 426 0,008490622
27. U 424 0,00845076
28. NY 380 0,007573795
29. CS 341 0,006796484
30. o) 329 0,006557312
31. I 226 0,004504415
32. U 212 0,00422538
33. LY 196 0,003906484
34. U 195 0,003886553
35. C 141 0,002810276
36. U 79 0,001574552
37. TY 46 0,000916828
38. ZS 25 0,000498276
39. DZ 2 0,0000398621
40. DZS 1 0,000019931
0SSz: 50173 1
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3. Statisztikdk Megoldasok

c) | angol abc | gyakorisig | relativ gyakorisig
1. E 6890 0,130071171
2. A 6610 0,12478526
3. T 4244 0,080119311
4. O 3566 0,067319854
5. N 3326 0,062789073
6. L 3223 0,060844613
7. S 3090 0,058333805
8. K 2329 0,043967454
9. I 2297 0,04336335
10. R 2168 0,040928055
11. M 2132 0,040248438
12. G 2063 0,038945838
13. Z 1807 0,034113005
14. Y 1507 0,028449529
15. D 1366 0,025787695
16. A% 1110 0,020954862
17. B 1010 0,019067037
18. H 1001 0,018897132
19. U 910 0,017179211
20. J 831 0,015687829
21. F 550 0,01038304
22. C 482 0,009099318
23. P 459 0,008665119
0Ssz: 52971 1

3.2. A megoldast tablazatkezel6 program segitségével a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/ottlikiskolaahataronstatisztika.xls,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/ottlikiskolaahataronstatisztika.ods

Excel illetve OpenOffice.Calc fajlokban végeztiik el. Az eredmény is ott lathaté.
3.3. A titkositott szoveg karakterstatisztikajat lasd a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hameg01.x1s,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hameg01.o0ds

fajlok barmelyikében, a dekddolt szoveg elérhetd a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hamegO1.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hameg01.txt

fajlok barmelyikében, mig a kézpontozott teljes megoldas a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hamegteljes.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsal10723hamegteljes.pdf

fajlokban olvashaté.
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Megoldasok 4. Fsélyek

3.4. Tablazatkezel6vel készithetiink a kédolt szovegekrdl statisztikat. A rovidebb szavakat haszndld
angolban aranyaiban tobb a szokéz, ennek alapjan kiilonboztethetjiik meg a két nyelvet. A
statisztika és a betiihelyettesités megfejtése a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenmeg.xls,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenmeg.ods

fajlokban olvashatd. A versek kozpontozva a

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenOlmegteljes.doc,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/halandzsamelynyelvenOimegteljes.pdf

fajlokban olvashaték el.

4. Esélyek

4.1. a) 100% — 17% = 83%.

b) 17%+33% —14% = 36%, ha 6sszeadjuk az események valészinliségét, majd kivonjuk annak
a valészinliségét, ha mindkettd bekovetkezik.

c) 100% — 36% = 64%.

d) (83%)% = 0,833 = 0,571787 = 57,1787%.

4.2. a)
(122) . (138) B 2099
(0 T 7917

~ 0,377920929.

b)
(5) - (3) _ 2992

(5)-(5) 74

~ 0,402096492.

4.3. A tapasztalat szerint (lasd pl a 2.2. feladatot) a két érmét érdemes megkiilonboztetni. Az
egyiket Elsének, a masikat Masodiknak nevezziik és dobasuk eredményét is eszerint soroljuk fel.
A lehetséges — egyenld esélyli — esetek: FIF, FI, IF, I1. Osszesen tehat négy eset van. A kedvezd
— a megadott események megfelel§ — esetek:

a) FI, IF, b) FF, FI, IF; c) FF.

Tehat a valdszintiségek :

22-L b ol

4.4. Az egyenls esélyil esetek most
FFF, FFI, FIF, FII, IFF, IFI, IIF, III.

Ebbdl a nyolcbdl haromra — FII-re, I FI-re, IIF-re — igaz, hogy pontosan egy fej van a harom
koziil, igy a valdszinliség %.

4.5. A pénzérméket érdemes megkiilonboztetni (1asd pl a 2.2. feladatot). Igy az 6t érmét Gsszesen
25 = 32-féleképpen dobhatjuk. Ezek mind egyenld esélyti esetek és koziilitk (g) = 10-féle olyan
eset van, amelyben pontosan két érme fej, hiszen ennyiféleképpen valaszthatjuk ki ezt a két
érmét az 6tbol. Az esély tehat

(G0 _10_ 5

—= = — = — =0,3125.
25 32 16 ’
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4. Esélyek Megoldasok

4.6.

1. megoldas. Foglaljuk tablazatba a lehetoségeket! Az oszlopok az 1. kockaval dobott szamot
(1. O), a sorok a 2. kockaval dobottat (2. [J) mutatjak. A 36 mezd felel meg a 36 lehetséges
esetnek, fekete pottyot tettiink a vizsgalt eseménynek megfelel$ esethez tartozd mezdkbe.

A 1.0 B 1.0
11213456 1 3|4
1 1| e o o o |0
2 ° ° ° 2] e
3 3| e
2.0 4 ° ° ° 2.0 4| e
) 5| e
6 ° ° ° 6| e

Lathaté, hogy az A esemény a 36 elemi esemény koziil 9-ben, a B esemény pedig 11 eseben
valosul meg, tehat a B esemény valdszin{isége nagyobb.

, , s s _3.3_9 _1
2. megoldas. Az A esemény valészintisége P(A) = ¢ - ¢ = 55 = 7 . )
A B esemény val6szintisége komplementer moédszerrel szamolhaté. Barmelyik dobdsunk 2

2
eséllyel nem 1l-es, igy P(B) =1 — (%) =1- % = %.

Tehat a B esemény valdszinlisége nagyobb.

4.7. a) Az eseteket tdblazatban gytijtjiikk ossze. Az ,1. 00" felirat alatt az elsé kockadobas
lehetséges eredményeit, a ,2. [1” felirat mellett a masodik kockadobas lehetséges eredményét
soroltuk fel.

A 1.0 B 1.0
112|3[4|5|6 112(3[4]5|6

1 1|  e|o| e
2 2|0 0| e
3 3|e|e]|e

2.0 4 2.0 4
) ° )
6 ° 6

Lathato, hogy az A esemény kevésbé valészinili, mint a B esemény, el6bbinek % = % az esélye,
utébbinak pedig % = i.

b) Az a) feladatrészbdl és a valszambev20110329ha20 feladat megoldasabdl lathatd, hogy ez

a két esemény egyenlé — nevezetesen i — valészintiségti.

4.8. (4) (12)

. 99

™) 55~ 0:217582417
4.9.

1. megoldas. A feladat kérdésének eldontéséhez elég Osszesen kettét dobni. Az eléforduld 36
esetbdl az aldbbiakban lesz az els6 dobas hatos:

61, 62, 63, 64, 65, 66.
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Megoldasok 4. Fsélyek

Ez 6sszesen 6 eset a 36-bdl, tehat % = % annak az esélye, hogy az els6é dobés hatos.

Az alabbi esetekben lesz a mésodik dobés hatos:
16, 26, 36, 46, 56, 66.

Ez is 6 eset, igy % = % annak az esélye, hogy a masodik dobds hatos. Az utolsé vizsgalt esetben,
66 esetén azonban ez a hatos nem az els6 hatos. Tehat annak az esélye, hogy el6szorre a masodik
dobasnél kapunk hatost csak %.

Az a valbszinlibb, hogy az els6 dobasra dobjuk az elsé hatost.

2. megoldas. Az els6 dobas az esetek atlagosan %—od részében hatos mig az esetek % részében

nem hatos. A méasodik dobés is az esetek atlagosan %—od részében hatos, igy masodikra az esetek

% . % részében dobjuk az elsé hatost (elsére nem hatos és masodikra hatos).

Tehat az a valdsziniibb, hogy elsére dobjuk az elsé hatost.

4.10. Annak valésziniisége nagyobb, hogy a hatjegyili szam nem allithat6 el6 két haromjegyl
szam szorzataként. Latni fogjuk, hogy a szorzatok szama kevés, még akkor is, ha a szorzatok
értékét nem is vessziik tekintetbe, csak a tényezok értékét vizsgaljuk.

Hatjegyti szdmbél 9-10° van, haromjegy(ibél 9-102. Ha a szorzatnak két kiilonbozé tényezbje

van, akkor ezeket
9-10?
2
féleképpen valaszthatjuk ki. Mivel

102 L 102)\2
<9 10><M_8’1-105<4,1-1o5,

2 2 2

igy ezen lehetdségek szama 4,1 - 105-nal kevesebb.
9-10? olyan szorzat van, amelynek két tényezdje azonos és haromjegyti. Mivel

9.10% < 0,4 -10°,

osszesen 4,5 - 10°-nél kevesebb olyan hatjegyfi szam van, amely két haromjegyti szam szorzata,
igy valéban annak esélye nagyobb, hogy egy hatjegyli szdm nem ilyen alakt.

sy =n-g-(3)7

a vizsgalt valésziniiség. Vizsgaljuk ezen értékek ardnyat! Két egymast kévet6 érték hanyadosa:

4.11. n kocka esetén

fln+1) n+1 5

f(n) n 6
Ezeknek a hanyadosoknak a konkrét értéke:
f2) 2 5 5 f3) 3 5 5
JOT16°8  J@ 26w
f4) 4 5 10 f(5) 5 5 25
fB) 36 9 f4 46 24
M6 65, S _15_ 3
fG6) 56 f(6) 6 6 36

A



4. Esélyek Megoldasok

és innentél kezdve mindegyik ardny kisebb 1-nél hiszen az 2-ot egy &-nél kisebb szdmmal szoroz-

6 5
zuk.

Amig az ardny 1-nél nagyobb, addig a kifejezés értéke no6, ha 1 az ardny, akkor nem véaltozik
az érték, mig 1-nél kisebb ardny esetén csokken. A maximalis értéket tehat f(5) és f(6) adja,
tehat 5 és 6 kocka esetén lesz a legnagyobb annak a valdszintisége, hogy pontosan egy hatos van
a dobott szamok kozott.

4.12. Legyen a fid nyerési esélye Apa ellen p, mig Papa ellen ¢ > p, tehat Apa illetve Papa
nyerési esélye (1—p) illetve (1 —g) (dontetlennel nem szdmolunk). Az a) feladatban (1—p) = 2,
(1—q):%,azazp:%,q:%.

A fii haromféleképpen lehet sikeres:

NyerNyerNyer, NyerNyerVeszt, VesztNyerNyer.
Az Apa-Papa-Apa felosztasnal ezek esélye rendre
pep,  pe(l—p),  (1—pap,
ami 0sszesen
pgp+pq(l —p)+ (1 —=plap = pg(p+ (1 —p) + (1 —p)) = qp(2 - p),
mig Papa-Apa-Papa esetben
ara,  qp(l—q),  (1—q)pg,
azaz Osszesen
apq+ap(1 —q)+ (1 —q)pg=qp(¢+ (1 —q) + (1 = q)) = qp(2 — @)

Mivel ¢ > p, igy az els6nek kapott valdsziniiség a nagyobb, az Apa-Papa-Apa felosztas jobb a
fidnak.

4.13. a)
-2 34
G 3
b)
(-2t o1
G 3

4.14. 1-0,8 =0,488.

4.15. Jelolje x a taldlatok szamat, tehat x € {0,1,2,3,4,5}.
Annak esélye, hogy épp k taldlatunk legyen:

P(X _ k) _ (k) ) (5719)

hiszen a k szdmot — a taldlatokat — az 5 nyer6 szam kozil kell valasztani, mig a maradék 5 — k
szamot a 85 nem nyerd szambodl kell venni.
Tehat a keresett valészintiség:

Px=2)+P(x=3)+P(x=4) +P(x=5)=

57



Megoldasok 4. Fsélyek

OO DO Q)
™)
85848354+858454+85 5+1

3-2:2
90-89- 88 87-86
54-3-2

85-84-83-5-4-10+85-84-5-4-30+85-5-120+ 120
90 - 89 - 88 - 87 - 86 o
122859120 1

- ~ ~ 0,023295632591
5273012160  12,026501 18281817418 0 2329903259165090076

Vagy ugyanez komplementer méddszerrel:

1—P(x:0)—p(X:1):1_w:

90
(5)
85-84-83-82-81 + 85-84-83-82-5
—1_ _ 54321 4321 _
90-89-88-87-86
5-4-3-2-1
85-84-83-82-81 +85-84-83-82-25
-1 ~ 0,02329563259165090076
90 - 89 - 88 - 87 - 86 ’
4.16. a)
1 5 _ o1 0,3055555556
62 36 36 ‘
b)
53 125 91
1— 2 =1-— =2 = = ~0,4212962963.
63 216 216

4.17. p = % val6szintiséggel dobunk Osszetett szamot és 1 —p = ¢ = % valoszintiséggel nem

Osszettet. Pontosan akkor jutunk az origéba, ha négyet 1épilink jobbra és ugyanannyit balra.
Ennek esélye:

8 1\N* /2\* 8.-7-6-5-2¢ 1120
B G T e = ~ 0,1707056851
(4) <3> (3) 4.-3.2.38 6561 ’

4.18.

1. megoldas. Szita
Annak az esélye, hogy a 8-as nyerdszam egy hizasnal:
34 34-33-...-29
() 6! 7

9= 35 =399 — a5 — &
(375) 35 347!... 29 35 5

Igy ¢ = % Annak esélye, hogy a 8-as két kiilonb6z6 htizdsndl is nyer6 szam. Legyen A az az
esemény, hogy a 8 nyerd szam a kézi hizasnal, B az az esemény, hogy a gépinél nyerd, tehat AB
az az esemény, hogy mindketténél nyer6, mig A + B az az esemény, hogy legaldbb az egyiknél
nyerd. A halmazokra vonatkozé szita formulanak megfelelGen:

PA+B) = p(A) +p(B) — p(AB) = g+ — " = 42— 4) = 5 = 036

BERQ



5. Hipergeometrikus eloszlds Megoldasok

2. megoldas. Fsetek
A 4.18M1. megoldasban kapott ¢ = é annak esélye, hogy egy adott huzasndal a 8-as nyerd
szam, igy 1 —q = % annak az esélye, hogy a 8-as nem nyer6 szam egy adott htzéas esetén.
Héarom eset van: 8-as csak a kézi, vagy csak a gépi, vagy mindkét hizasnal nyerd. Ezek esélye
rendre ¢- (1 —q), (1 —¢q) - q, q- g, tehét a kérdezett valdsziniiség

9
q-(1—q)+(1—q)-q+q-q:2q—q2:%:0,36-

3. megoldas. Komplementer modszer
A 4.18M1. megoldasban kapott g-val szamolva (1 — ¢)? annak esélye, hogy a 8-as az egyik
hiizasnél sem nyerd, tehat

9
1-(1-q)* =20 —¢" = 5- =036

annak az esélye, hogy a 8-as legaldbb az egyik hizasnal nyerd.

4.19. a)
(5)+(5) -5
(5)

85 85 52
+ -5
<%> ~ 0,293550446.
5
c) Annak az esélye, hogy sosem lesz harmas taldlatunk,
5\ . (85)\ 92
<1 - w> ~ 0,958623597.
(5)
Annak a valésziniisége, hogy harmas vagy nagyobb taldlatunk nem lesz,
(1 G-
(5)

~ 0,023295632.

b)

5\ (85Y 92
—(5) <0)> ~ 0,958130143.

d)

1 5200

@ ~ (0,000000022 < 0,999881691 ~ (1 — @> )
5 5

tehat annak, hogy szaz év alatt egyszer sem lesz 6tosiink, joval nagyobb a valdsziniisége, mint

annak, hogy az els6 héten 6tosiink lesz.

5. Hipergeometrikus eloszlas

5.1. Jelolje a kivélasztott 13 lap kozott az dszok szamat x 4, a kdrdk szamat x¢ (xa € {0;1;2;3;4},
x¢o € {0;1;2;...;13}). Az 52 lapos paklibol dsszesen (?g)-féleképpen valaszthat6 ki 13 lap (a
kivalasztas sorrendjét nem vessziik figyelembe).

a) A pakliban az dszok szdma 4, a nem aszoké 48, igy

(13) 48-47.....36 39-38-37-36
—0) =18 _ - ~ 0,3038175270;
p(xa =0) (52) " 52-51-...-40  52-51-50-49
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Megoldasok 5. Hipergeometrikus eloszlds

(M) 4.39.38-37-13

~ 0,4388475390;

2 52-51-50-49
4y (48
4-3-39-38-13-12
p(xa=2) = (2()5(21)1) =l ro g 0-2134933974;
13
By 4-39-13-12-11
=3) = = ~ 0,0412004802;
Plxa =3) (@) ~ 52-51-50-49 ’
4y (48
13-12-11-1
p(xa=4) = Wiy) _ 13 0~ 0,0026410564,

(®2)  52-51-50-49

tehat altalaban: s

() (15°1)
(1)

b) A pakliban a kir6k szdma 13, a nem kéroké 39, igy az el6zéekhez hasonléan:

NG

(1)

FEzeket az értékeket kiszdmolhatjuk tabldzatkezelével, lasd a

p(xa=k) =

http://matek.fazekas.
hu/matkonyv/public/valszambridzseloszlashipgeo20110404hal0felb.x1s,

http://matek.fazekas.
hu/matkonyv/public/valszambridzseloszlashipgeo20110404ha10felb.ods

Excel illetve OpenOffice.Calc fajlok barmelyikét vagyaz alabbi tablazatot:
0 | 0,012790948
0,08006186
0,205873354
0,286329607
0,238608006
0,124691926
0,041563975
0,008816601
0,001166903
9,26114 - 10~°
4,11606 - 10°
9,10185 - 10~
7,98408 - 10~10
1,57477 - 10~ 12

O 0| NS U | W N|

—| —
Ll =)

—
[\

—_
w

5.2. El6szor kiszamoljuk annak valdsziniiségét, hogy nincs zold a kivalasztott lapok kozott.
Ehhez az kell, hogy mind a harom kihtizott lap a nem z6ld 24 lap koziil keriiljon ki. Ennek esélye

24
2423 .22
23_32; - m ~ 0,4080645161.
3

tehat a kérdezett valésziniiség 1 — 0,4080645161 =~ 0,5919354839.
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6. Binomaidlis eloszlds Megoldasok

(10)( 90 )
5.3. A keresett eloszlds: p(x = k) = w. Ennek értékei:

10
p(x = k)
0,330476211
0,407995322
0,201509885
0,051793705
0,007553249
0,000639805
3,09983 - 10~
8,14405 - 10~
1,04114 - 1078
5,19921 - 10~
5,7769 - 10~ 14

OO0 [T | W N~ O

—_
o

6. Binomialis eloszlas

6.4. a) A lemondésok szdma p = 125’2—5272 ~ 0,1452965110, m = 135 paraméterii binomidlis
eloszlasu valdszintiségi valtozo (x). Tehat annak valészintisége, hogy épp k ember mondja le a
jegyet
135 _
p(x =k) = < s )pk(l —p)
Ezt ak=0,1, 2,...,9 értékekre gyorsan kiszamolhatjuk tablazatkezel6 szoftverrel, lasd

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/nwvalstat5fej4felrep01lhal10721.x1s

vagy
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/nwvalstat5fej4felrep01lhal10721.0ds

p(x = k)
0,0000000006
0,0000000143
0,0000001631
0,0000012290
0,0000068945
0,0000307073
0,0001131029
0,0003543279
0,0009637513

9 | 0,0023118833
Pontosan akkor nem fér fel mindenki a gépre, ha a lemonddék szama kevesebb 10-nél. Tehét
a fenti tabldzat méasodik oszlopdban allé szdmok osszege ad valaszt az a) feladat kérdésére:
0,0037820742-annak az esélye, hogy valakinek nem jut hely.

b,c) Az

DN DWW N RO

http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/nwvalstat5fej4felrep0lhal10721bc.x1s,
http://matek.fazekas.hu/matkonyv/public/nwvalstatbfej4felrep0lhall0721bc.ods

fajlokban (Excel ill. OpenOffice.Calc) kiszdmoltuk n tulfoglalds (tehdt 125 + n foglalds) esetén
annak esélyét, hogy éppen k-en mondjik le az utazast minden olyan n-re és k-ra, amelyre n €
€{1,2,...,21} és 0 < k < n— 1. Minden egyes n-re Osszegeztik az értékeket k = 0-t6l n — 1-ig,
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Megoldasok 7. Geometriai eloszlds

tehat kiszamoltuk annak valdsziniiségét, hogy n tulfoglalas esetén lesz olyan jegytulajdonos, aki
nem fér fel a gépre. Az alabbi tablazatban ezeket az értékeket n = 21-t6l n = 7-ig soroljuk fel:
n | px=0+...+p(x=n—-1)
21 | 0,444279576
20 | 0,365095602
19 | 0,28992568
18 | 0,22166352
17 1 0,162526245
16 | 0,113799578
15 | 0,075744521
14 | 0,047682404
13 | 0,028229768
12 | 0,015617663
11 | 0,008014522
10 | 0,003782074
9 |0,001624316
8 | 0,00062688
7 | 0,000213958

Lathato, hogy 21 tulfoglalasnal mar a gépek kozel felében gond lenne a tulfoglalas miatt, 15
tulfoglalasnal a probléma a gépek kevesebb mint tizedét, mig 11 tulfoglalasnédl kevesebb, mint
szézadat érintené. Az utébbi mar bizonyara jé érték, de nehéz egyéb adatok nélkiil eldonteni mi
elfogadhat6: pl egészen mas a helyzet ha naponta tébb jarat is megy az adott iranyba vagy ha
hetente csak egy.

6.7. Pontosan akkor paratlan az osszeg, ha a hat kihtizott szam paritasa az alabbi esetek valame-
lyikének felel meg:

A eset: 1 paratlan és 5 paros;

B eset: 3 paratlan és 3 paros;

C eset: 5 paratlan és 1 paros.

A 11 szadm kozott 6 paratlan és 5 paros van. Az egyes esetek valdszintiségét az ezen adatoknak
megfelel6 hipergeometrikus eloszlas irja le:

He) 0 00
(161) ’ (161) ’ P(C) - (161) .

Mivel (161) = 462, igy a keresett valdszinliség a fenti valdszinliségek Osszegeként

P(A) =

P(B) =

6+20-104+6-5 236 118
= — = — ~=10,51082251
462 462 231 0,5108225108

-nek adodik.

7. Geometriai eloszlas

7.1. Geometriai eloszlasrdl van sz6, melynek paraméterei: p = 0,02, ¢ =1 —p = 0,98.
a) 1 — ¢ =~ 0,1662522379.
b) ¢°p ~ 0,0166749552.
c) % = 50.
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8. Genetika Megoldasok

7.8. Egy Annak esélye, hogy n = 2011 egymads utani dobis mindegyike 6-0s: p = (%)n Ezap
szam egy nagyon piciny pozitiv szam. A ¢ = 1 — p szdm csak egy kicsit kisebb 1-nél, ez azt adja
meg, mennyi az esélye, hogy n egymast kéveté dobas nem mindegyike 6-os.

Osszuk a dobéssorozatot n = 2011-es blokkokba. Az els6é blokkba tartozik az els6 n dobés, a
masodik blokkba az (n + 1). dobés és az azt kovetd tovabbi (n — 1) dobas, stb. Megmutatjuk,
hogy 1 valésziniiséggel mar az egyik ilyen blokk is csupa hatosbél all és figyelembe sem vessziik
a tobbi n-es blokkot.

Annak esélye, hogy az els6 k blokk egyike sem &ll csupa 6-os dobasbdl ¢*. Ez a mennyiség
k novelésével barmely pozitiv szdmnél kisebb lesz, igy 0 az esélye, hogy soha sem lesz csupa

hatosbél 4116 blokk.
7.9. a) 2 b) 3.

7.10. a) Emma, Fanni, Gitta és Hanna rendre

1 1
= ~ 0,1666666667, EE 0,1388888889,
6 6 6
(5)2 L 0,1157407407 (5)3 LS 0,0964506173
6/ 6 ’ 6 6

valoszintiséggel lesz kezd6 az els6 korben.
b) Atfogalmazva: ,mekkora annak a valésziniisége, hogy az els6 négy dobds egyike sem
hatos?”. Ennek valdsziniisége

5\ 625
Z) = =5 2 0.,4822530864.
<6> 1296 ~

c) Jelolje Emma nyerési esélyét p. Levezethets, hogy ekkor Fanni, Gitta és Hanna nyerési

esélye rendre
5 5\2 5\3
= = =) p. 1
L (6> P, (6> p (1)

Mivel 0 annak az esélye, hogy soha sem lesz hatos, tehat 1 valészintiséggel lesz nyertes, igy

5 5\ 2 5\°3
p+6p+(6) p+(6> p=1,
b 1 _ 11— _
i) () )

63 216
ik 0,3219076006.

Tehat Fanni, Gitta és Hanna nyerési esélyének kozelit6 értéke (1) alapjan rendre

azaz

(e[

0,2682563338301043219, 0,2235469449, 0,1862891207.

8. Genetika

Ez a fejezet nem tartalmaz megoldést.
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Megoldasok 9. A wvdrhaté érték

9. A varhato érték

9.1.
M 7(1‘1+y1)+(x2+y2)+...+($n+yn)7
X+Y — n -
_ @At ta) ity t o tun)
n
:961—1-362—;..-—1-9671+y1+y2—;---+yn — My + My,

tehdt Mxi+y = Mx + My. Az X @ Y szamsokasag atlaga:

Mxgy =
C(mty)+ (@i tyn) (e ty)F o (@2t yn) o (@B yn)
= e =
(z1+y1)+...+(@14yn) (z2+y1)+...+(x2+yn) (EntyD)+.. .+ (@ntyn)
:11n 1 +21n2 o+ 1n _
n

nz1+wi1+y2+...+yn) nza+yi1+y2+...+yn) nzp+(yi1t+yo+...+yn)
- + - 4+ ...+ ~

n
_ x1+My+:L'2+Mny+...+xn+My _ (= +x2+...n—|—xn)+nMy — Mx + My,
azaz Mxgy = Mx + My. Ehhez hasonléan
Mxgy =
_ @yt A @yt @ey) @ yn) o+ (@ yn)
n2
_ (m1-y1)+~7-;+(m1~yn) + (mz-y1)+~7-;+(m2-yn) .+ (mw,-y1)+~7-;+(mn-yn) _
n
z1-(y1ty2+...+yn) + z2-(y1ty2+...4yn) 4.+ Zn-(Yy1+y2+...+yn)
= n n n n =
_ 1My +xoMy + ...+ My :Myxl +xo+ ...+ xn - My ‘MX,
n n

azZazZ MXEBY = MX . My.
Az X - Y szdmsokasdgot még nem vizsgaltuk. Ennek dtlagdt nem hatdrozzdk meg az X, Y
szamsokasagok atlagai. Ha pl

X={1, 2, 3} Y ={1, 2, 3},
akkor X és Y atlaga is 2, mig az
Xy ={1* 2% 3%

szamsokasag atlaga Mx.y = &3*9 = %, de ha valtoztatunk a sorrenden, pl

X=A{1, 2, 3}, Y ={3, 2, 1},
akkor ugyan X és Y atlaga tovabbra is 2, az
X -Y={3, 4, 3}
10

szdmsokasag dtlaga viszont most Mx.y = 3.
Nem csak a sorrenddel van gond. Ha pl

X={1, 2, 3} Y ={0, 2, 4},
akkor X és Y atlaga még mindig 2, de az
X-Y={0, 4, 12}

szémsokasag dtlaga My.y = S = 16,
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9. A wvarhato érték Megoldasok

9.2. A feladatban definidlt valdsziniiségi véltozé (a tovdbbiakban x) értéke a {2,3,4,5,6,7}
halmazban van.
a) A dobésok szamanak eloszlasa leolvashaté a tédblazatbodl:

n p(x=n)
9 6.1 1
6 6 6
3 §.§).2 _ o  _ 5
6 6 6 36 18
4 9.&.4)@ _ 60 _ 5
6 6 6 6 216 18
5 Q.é.é.é).é 240 5
6 6 6 6 6 1296 27
6 §.§.é.§.2).§ 600 25
6 6 6 6 6 6 7776 324
7 Q.Q.é.é.z.l).ﬁ _ 120 _ 5
6 6 6 6 6 6 6 T 7776 T 324
b) A dobésok szamanak varhaté értéke:
1 5 5 5 25 5
BE(x)=2-=+4+3-—+4-—+5-—+6-—— +7- — = 3,774691358023
W) =2-G+3 g g+o 6 5 +T 5 ~3

9.4. A y; valésziniiségi valtozo értéke legyen 1, ha az i-edik didk énmagat hizta és legyen az
érték 0, ha nem 6nmagat huzta. A x; varhaté értéke, E; = % A keresett varhaté érték
1

E:E1+E2+...+E35:35-£:1.

9.5. Ha k szin van és azok koziil [ rogzitett szin el6forduldsara varunk, akkor az els6 el6fordulas é
paraméterli geometriai eloszlasi, igy annak varhaté értéke, az [ szin elsé megjelenésének atlagos
ideje %

Elészor varunk a 20 koziil barmelyik szin megjelenésére (k = 20, [ = 20). Ez természetesen az
els6 hizéasnal bekovetkezik: % = 3—8 = 1. Ezutan a 20-bdl mar csak a maradék 19 bekévetkezésére
varunk: most k = 20 és | = 19, tehat atlagosan % 1épést kell varnunk. Es igy tovdbb, ha mar
megjelent (i — 1) szin, akkor az i-edik megjelenésére atlagosan % lépést kell varni. A varhaté
értékek Osszeadddnak:

E =20 (1+1+1+ +11+1+1>
- 20 19 18 7 3 2 ’

9.6. Eszrevételek:
1. Az egymillié szam koziill mindegyik szam-/N-est ugyanakkora valdszintiséggel kapjuk meg.

e sz

ez s

Uj feladat Legyen az 1,2,...N szimok egy véletlen permutdcidjiban (minden permutdcié
azonos valdszintiségi) a rekordok szamdnak vdrhato értéke En. Hatdrozzuk meg En értékét!

A megoldas az N = 1,2, 3,4 esetekben a permutéiciok egyszerii felsorolasdval meghatirozhaté.
Az eredmények alapjan megsejthetd, hogy a feladat kérdésére a vilasz:

Ey=1/1+1/24+1/3+ ...+ 1/N.

A bizonyitast teljes indukcioval végezziik. Mint mondottuk, az allitdas az N = 1,2, 3, 4 esetekben
igaz. Tegyiik fel, hogy igaz N = k-ra, prébaljuk meg igazolni N = k + 1-re is!

A (k+1) szam koziil a véletlen permutécié elsé k eleme kozott a rekordok szamanak varhaté
értéke Ej. Az utolsé elem pontosan akkor rekord, ha az 0sszes szam koziil a legnagyobb, azaz a
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Megoldasok 10. Feltételes valosziniiség

(k + 1)-edik. Annak az esélye, hogy a véletlen permuticiéban utolsénak jon a legnagyobb szdm
. E

k%rl bben az esetben né csak eggyel a rekordok szama, azaz
1
Exy1=Eg+1-——.
k+1 kT ]

Ezzel az allitast igazoltuk.

9.7. Proébalkozzunk el6szor kisebb csapattal! Jelolje f fit és [ lany esetén egy véletlen sorrendben
a vegyes parok szamat x r; és a keresett mennyiséget, a x; valoszinliségi valtozé varhaté értékét
Ey;. Ha csak lanyok, vagy csak fitlk vannak, akkor ez a varhaté érték zérus, ha pedig egy-egy
fia és lany van, akkor 1, tehdt Ey; = Eyg = 0, E1 1 = 1. Alabbi tabldzatban gytijtottiink Ossze
néhany tovabbi esetet.

f/1 | > vegyes f/1 > vegyes f/1 > vegyes
2/1 1 3/2 24 472 40
FFL 1 FFFLL 1 FFFFLL 1
FLF 2 FFLFL 3 FFFLFL 3
LFF 1 FLFFL 3 FFLFFL 3
LFFFL 2 FLFFFL 3
FFLLF 2 LFFFFL 2
FLFLF 4 FFFLLF 2
LFFLF 3 FFLFLF 4
FLLFF 2 FLFFLF 4
LFLFF 3 LFFFLF 3
LLFFF 1 FFLLFF 2
FLFLFF 4
LFFLFF 3
FLLFFF 2
LFLFFF 3
LLFFFF 1
Ey1 =3 B3y =12 By =%

Az eredmények alapjan sejthetd, hogy Ey; = J%J;—ll, tehat a keresett érték Fgr = 11—152 Alabb
megmagyarazzuk az altalanos esetre adott formulat.
Szamozzuk a didkok altal foglalt tiléseket sorban 1-t6l (f + 1)-ig! Legyen

) 1, hai,(i+1)-en vegyes par iil
Xi= 1 0, egyébként.

és jelolje x; varhaté értékét E;, azaz E; megadja, hogy az i-edik és az (i+1)-edik tilésen dtlagosan
hényszor il ,vegyes par”. Ezt az értéket konnyen kiszamolhatjuk. Az i-edik helyen ﬁ eséllyel
il fia, és ha ott fia van, akkor az (i + 1)-edik helyen ﬁ eséllyel van lany, tehat M{%
annak az esélye, hogy az i-edik helyen fit és ugyanakkor az (i+1)-edik helyen lany iil. A forditott
vegyes elrendezés esélye ugyanennyi, tehat F; = %

Ismeretes, hogy valdsziniiségi valtozdk Osszegének varhatd értéke a valdszintliségi valtozok

varhaté értékeinek Gsszege. Itt x = E{ill -1 Xi, 18y

Fe 92f1 92f1
B = ; Be= U =Gy vi-y ~— F+i

10. Feltételes valdszintliség

10.1.
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10. Feltételes valdsziniiség Megoldasok

1. megoldas. a) Hibds megoldds

Osszesen 42 goly6 van és ezekbdl 23 fehér, tehat % a kérdezett valésziniiség.

Ez a megoldas hibas. Médositsuk a feladatot! Képzeljiik el, hogy az els§ 9 dobozban egy-egy
kék golyd van és fehér golyd egyaltalan nincs benniik, mig a 10. dobozban 81 fehér goly6 van és

nincs kék! A fenti gondolatmenettel ebben az esetben azt kapnank, hogy % = % a fehér golyo
hizasanak esélye és 1—10 a kék golyd huzasaé, holott épp forditott a helyzet: 1% az esélye, hogy

az els6 9 doboz valamelyikét valasztjuk, azaz kéket htizunk és csak % a val6sziniisége, hogy az
utolsé dobozt valasztjuk, azaz fehéret hiuzunk.

2. megoldas. a) Mindegyik doboz valasztdsa egyforma, mindegyiké %. Annak esélye, hogy
az els6 dobozbdl huzunk, és az fehér lesz %. Tehat ha F' jeloli azt az eseményt, hogy fehéret

hiazunk, Ag k € {1,2,...,10} pedig azt, hogy az k. dobozbdl huzunk, akkor

PFA) =5 = o,
és altaldban k € {1,2,...,9} esetén p(FAg) = 2—10, mig
NOEE SIS
gy annak esélye, hogy fehéret hiizunk:
1 1 8
p(F) =p(FA1) +p(FA2) + ...+ p(FAw) =9- w1

Az 1. abran ugy rajzoltuk a dobozokat, hogy egyenlé nagysagtuak legyenek és minden egyes
doboznak annyiad részét festettiik halvanysziirkére amennyi a dobozban a fehér golydk aranya.
A kérdés az, hogy a teljes teriiletnek — a dobozok 6sszteriiletének — hanyad része a sziirke teriilet.

10.1M2.1. 4bra.

b)

Most az a kérdés, hogy a fenti sziirke teriiletnek héanyad része esik a 10. dobozba. A sziirke
teriilet ardnya az egészhez p(F') = 1—85, a 10. doboz sziirke részének ardnya az egészhez p(F A1) =

L gy a kérdezett valésziniiség:

12°
p(FAy) 15 5
PLU210) 12 2 ) 15695
p(F) & 32
10.2.
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Megoldasok 10. Feltételes valosziniiség

10.2M1.1. 4bra.

1. megoldas. Az 1. dbran felrajzoltuk az eljarashoz tartozé, az eldgazd eseteket szimbolizald
Hfat” ) és az egyes valoszinliségeket is feltiintettiik.

Az abran sziirkével jeloltiik azokat a végallapotokat, amelyekben 1-est dobtunk.

a) A keresett val6sziniliség leolvashaté az abrardl, ha a megfelel§ végéllapotokhoz tartozd
utakon képezziik a valdszinliségek szorzatat, majd azok Osszegét:

226722 172°3°172°3°8°
1 1 2 1 19
=.[24+=24+=)=="220,19791 .
1 <6+4+8> 9% 0,1979166667

2 2 67 2 2 4 2 2 4 2 2

Hsulyu” szalak kozott milyen ardanyd a két kozépso szal silya?

=
-
-
+
=
-
-

2. megoldas. Abrézoljuk az eseteket a valésziniiségekkel teriiletardnyos abran!

A kozépsé sziirke sav egy fej és egy iras dobasanak felel meg, ez kétszer akkor, mint akar
a két fejnek megfelel6 bal oldali sav, akar a két irasnak megfeleld jobb oldali. Mindegyik fig-
gbleges savot annyi egyforma részre osztottunk, ahdny oldala van a neki megfelel§ poliédernek
és beleirtuk a dobhaté szamokat. Az l-eseknek megfelel6 részt bevonalkdztuk mind a harom
savban

a) A kérdés az dbrdnak megfeleléen: hatdrozzuk meg a vonalkdzott rész teriletét a teljes
teriilethez képest! A valasz:

11+11+11—19~01979166667
46 24 48 96 ‘
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10. Feltételes valdsziniiség Megoldasok

kocka tetraéder oktaéder
N AN
N :
9 PNOANNNNNNINNNNNN e
________________ 3
R P
3 4
4 5
R A
................ 6
T Tl
________________ 7
)/ O
6 8
két fej egy fej és egy iras két iras

10.2M2.1. 4bra.

b) A kérdés az dbranak megfeleléen: hatdrozzuk meg a vonalkdzott sziirke rész teriiletét a teljes
vonalkdzott terilethez képest! A valasz:

— 22 0631578047
T 1977 '

N[N0
= s =

11
T13

=
o=
_|_

3. megoldas. Fz a megoldds csak nyelvezetében 1j az el6z6 megolddsokhoz képest.
Vizsgaljuk az aldbbi eseményeket: az érmékkel két fejet (F'F'), két irdst(F'F), illetve egy-egy
fejet és irast dobtunk (F'I); l-est dobtunk (D1). Ismertek az aldbbi valészintiségek:

1 1 1
FF) = FI) = —; 1) = —;
p(FF)=7 pFD) =5 pUID) =
és feltételes valdsziniiségek :
1 1 1
p(DUFF) = p(DUFD) =25 p(DII) = 2.

Meghatarozandé az p(FI|D1) feltételes valoszinliség. Az ilyen tipusu kérdéseket oldja meg a
Bayes-tétel, amelyet az F'F', FI, II teljes eseményrendszerre és a D1 eseményre igy irhatunk

fel:
p(D1|FI)p(F1)

p(FI|D1) = ,
FIDY) = BIFFYWEF) + pDLUFDp(ED + p(DUTDp(IT)
azZaz
11 12
p(FID1) = +———3"2 — — — ==~ 0,631578947.
sratiatg g 19
10.6.
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Megoldasok 10. Feltételes valosziniiség

doboz valasztasa

1. golyé

10.6M1.1. 4bra.

1. megoldas. Dobozt valasztunk, utana kihtzunk a valasztott dobozbdl egy golyot, majd egy
maésodikat. Alabb felrajzoljuk az eljarashoz tartozo ,,dontési fat”, ahol a dontés helyett a véletlen
szerepel. Az egyes valosziniiségeket is feltiintettiik.

Az dbran sziirkével jeloltiik azokat a végallapotokat, amelyekben a két kihtuzott golyd szine
kiillonbozb. A keresett valészintliség is leolvashatd az dbrardl, ha a megfelel6 vépgallapotokhoz
tartozé utakon képezziik a valészintiségek szorzatat, majd azok Osszegét:

134 143 15 2 125 2:3-442-5-2 11
____________________ — = =~ 2 238.
2 7 6+2 7 6+2 7 6+2 7 6 2-7-6 21 0,5238095238

2. megoldas. Vizsgiljuk a kovetkezd eseményeket :
Ay az A dobozbdl hiizunk;
By, : a B dobozbdl htizunk;
V. vegyesen hiizunk, tehat egy fehéret és egy pirosat htzunk.

Mivel 1 1 3.4 2.3.4 4
P(A,) = = P(B;) = = PVIA ) =2 - 22" = _ =
és
5 2:5-2 10

-2
P(V|By) = 2.2 = ==

ahol Aj és Bj, komplementer események, igy alkalmazhatjuk a teljes valdszinliség tételét, misz-
erint

41 101 11
P(V) = P(V|A,)P(Ay) + P(V|By,)P(By) = =5 T 515 = g7 ~ 0,5238095238.

10.7.

1. megoldas. Abrazoljuk a hazai lakossdgot, benne a tébécések és a nem tébécések valamint
a pozitiv illetve negativ teszteredményt produkaldk halmazat az elemszamokkal teriiletardnyos
abran.

A vastagvonali alaphalmaz jelképeti hazéank lakossigat. A bal oldali vonalkdzott rész az
egészségeseket (azaz a nem tébécések részhalmazat), a jobb oldali ,sima” rész a tébécéseket.
A sziirke teriilet a pozitiv tesztet produkélék részhalmaza.

Az egyes tartoményok teriilete az egészhez képest:

70N



10. Feltételes valdsziniiség Megoldasok

nem tébécés 99,7% tbe-s 0,3%
— teszt, a tbe-

sek 90%-a

— teszt, a nem
tbc-sek 80%-a

+ teszt, a the-
sek 10%-a

+ teszt, a nem
tbe-sek 20%-a

\\

10.7M1.1. 4bra.

fehér vonalkazott: 0,997 - 0,8 = 0,7976; sziirke vonalkazott: 0,997 - 0,2 = 0,1994; fehér sima:
0,003 - 0,1 = 0,0003; sziirke sima: 0.003 - 0,9 = 0,0027;

Az egyes kérdések megfelel6i az abran:

a) A sziirke rész hanyad része sima? % ~ 0,0133597229. Tehét pozitiv teszt esetén
1,33597229% a betegség esélye.

b) A fehér rész hanyad része sima? % ~ 0,0003759870. Tehat negativ teszt esetén
csak 0,03759870% a betegség esélye.

c) A pozitiv teszt tobb mint négyzseresére novelte a betegség esélyét, a negativ teszt a ki-
lencedére csokkentette. Csak pozitiv teszt esetén érdemes az alaposabb (és feltehetéen dragabb)
vizsgalatokat elvégezni.

2. megoldas. Jelolje ,B” és ,,47 azt az eseményt, hogy egy véletleniil valasztott ember beteg
(tébécés), illetve azt, hogy pozitiv a tesztje. ,—B” és ,—” ezek komplementer eseményét jeloli,
tehat azt, hogy az ember nem tébécés, illetve azt, hogy teszteredménye negativ.

A megadott adatok a valészinliségek nyelvén:

p(+|B)=0,9, p(+|-B)=02, p(B)=0,003 ==
= p(—|B)=0,1, p(—|=B)=0,8, p(=B)=0,997.

Az a) feladat a p(B|+), a b) feladat pedig a p(B|—) feltételes valésziniiség kiszamitdsa. Ezek
Bayes tételével adédnak:

(B|+) = p(+|B)p(B) _ 0,9 - 0,003 B
P = o(11B)p(B) + p(+|-B)p(=B) _ 0,9-0,003 1 0,2-0,997

27

— =L ~o001 29
ST ~ 00133397220,

(B|-) = p(=|B)p(B) B 0,1-0,003 B
p = 2(C1B)p(B) + p(—|-B)p(=B) _ 0,1-0,003 1 0,8-0,097 _

3

= T979 ~ 0,0003759870

A c) kérdésre a 10.7M1. megolddsban olvashaté a valasz.

10.8. Tekintsiik az alabbi eseményeket :

a 16vész az els6 (6tf6s) csoportba tartozik (Cs), a mésodik (hétfés) csoportba (C7), a harmadik
(négyfés) csoportba (Cy), a negyedik (kétfés) csoportba (Cs), a 16vész nem talalja el a céltablat
(). A lovészek széama 5+ 7+ 4 + 2 = 18, igy a megadott adatok szerint:

) 7 4 2

p(C5) = 18 p(Cr) = 13 p(C4) = Tt p(Ce) = ITE
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Megoldasok 11. Jdtékok

és
2 3
—1— - . —1— _ .
() =1-06= = p(|C2) =1-05=
p 4) — 0 — 107 p 2) — W — 10
Alkalmazzuk a Bayes-tételt a Cs, C7, Cy, C5 teljes eseményrendszerre és a /1’ eseményre:
(5| ) = p(1'C5)p(Cs) _
p(IC5)p(Cs) + p(IL'|C7)p(C7) 4+ p(L'|Ca)p(Ca) + p(I'|C2)p(C)
2 5
R 10 10
= 10 18 = = — = 0,17543859649;
2. 243 T4 L2432 10+214+164+10 57
és ehhez hasonlban
21 16
p(Cq7| T') = I ~ 0,3684210526; p(Cy| T') = 5 ~ 0,2807017544;
10

p(Ca| 1) = = ~ 0,17543850649.

Tehat a masodik (hétfds) csoporthoz tartozik a 16vész a legnagyobb valészintiséggel. Ez a val6sziniiség
% ~ 0,3684210526.

6
10.10. §.

11. Jatékok

11.1. a) Osszesen (221) = 2120 — 210 kiilsnb6z6 egyenld esélyti esetet érdemes megkiilonboztet-
ni. Ebb6l 1 esetben van telitaldlatunk és (129) = 1218 — 171 esetben fordul el, hogy nincs
egyaltaldn taldlatunk, tehdt 210 — 1 — 171 = 38 eset felel meg 1-taldlatos szelvénynek. Atlagos

nyereményunk tehdt
1-2000 + 38-200 9600

210 210

Ezt a jatékot nem érdemes jatszani, hiszen huzasonként atlagosan 100 — 45,7142857143 =~
~ 54,2857142857 Ft veszteségiink lesz rajta.

~ 45,7142857143.

b) n szam esetén sszesen (4) = @ eset van, ebbdl 1 telitaldlatos és ("52) = W
nulla talalatos, tehat
1 — N\ (n —
nn-1) , =-2n-=-3) ,
2 2
egy taldlatos. Atlagos nyereményiink
1-2000 + (2n —4) - 200 24+ 8n
=100 —.
n(n—1) n(n —1)

2

az a kérdés, hogy ez a nyeremény mikor nagyobb vagy egyenld a befizetett 6sszegnél, 100-nal,

tehat mely n-re teljesiil az
1 < 24+ 8n

“n(n—-1)

egyenlétlenség. A pozitiv nevezdvel atszorozva és rendezve az

n?—9n—24<0
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11. Jatékok Megoldasok

maéasodfoku egyenl6tlenséghez jutunk. A bal oldali polinom gyokei

9= VITT ) 11,152 és
2T T T T —21m2

tehat a bal oldali polinom, melynek grafikonja folfelé nyilé parabola a (—2,152;11,152) inter-
vallumban negativ, azaz 1-t6l 11 szdmig érdemes a jatékot jatszani. pl. 11 szam esetén atlagos

nyereménytnk htzasonként

244811 200
100 ==~ 100 = —
00110 0= 11

Ft.

11.2. Foglaljuk tablazatba a lehetéségeket! Az oszlopok az A jatékos lehetséges dobasainak (A
), a sorok a B jatékos lehetséges dobédsainak (B [J) felelnek meg. A 36 mez6 felel meg a 36
lehetséges esetnek. A ,,—7 jelet tettiink azoknak az eseteknek a helyére, amelyeknél tjat kell
dobni, az ,,A” jeletttettiik oda, ahol az A, a ,,B” jelet ahol a B jatékos a nyero.

ADO

1123|456

1 — — — — — —

2/ B|A|A|A|AA

3| B|B|A|A|AA

BO 4|B|B|B|A|A|A
5(B|B|B|B|A|A

6| B|B|B|B|B|A

A 36 mez6bdl 30-nal nincs 1j dobés és ezeknél 15 — 15 nyerd az A illetve a B jatékosnak, igy
igazsagos a jaték, a két jatékos nyerési esélye megegyezik.

11.3. a) 0,0375%, b) 2,175%.

11.6. A 11.6S1. segitség szellemében Andrés felirhatja pl. igy a szamokat a kockékra:

I. kocka: 11211314 |15 16
I1. kocka: 71819 10|11 ] 12
III. kocka: | 3|4 | b5 6 | 17| 18

Hasonlitsuk Ossze ezeket a kockakat! Tablazatokat készitiink a kockaparok ¢sszehasonlitasara,
az egyes mezokbe annak a kockdnak a kédjat irjuk, amelyik a mez6 soranak és oszlopanak
megfelel6 értékek koziil a nagyobbikhoz tartozik.

I—11. 1.0
1 2 1314|1516
AV P PSR U S I O Y S Y B Y O
8|\ II.|II.|I |1 |I ]I
9\ II.|\II.|I.|1I1 |I ]I
U [ X VI 7 O A O O I O Y O (Y 8
1|\ I1r. 1. (1. 1. |1
1211 (I1I.|1I.|1. |1 |1

Tehat az I. kocka 24 : 12 aranyban legy6zi a 1. kockat, azaz kettejiik csatdjaban % valbszinliséggel
az I-es nyer.
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Megoldasok 11. Jdtékok

171 —-111. 11.0]

7 8 9 | 10 | 11 | 12

3\ II.|II.|II.|\1II.|II. |II.

4 |\ II. | II.|I1I.|\II.|\Il. |II

5 | II.|II.|II.|\II.|II. |II.

1171.0] 6 | [I.|II.|II.|II.|II. |II
1wy 1. (I | I | I | I | I

817 I. | I.|I. | I | I

Tehat a II. kocka 24 : 12 ardnyban legy6zi a III. kockat, azaz kettejik csatajaban %
val6szintiséggel a II-es nyer.

117 - 1. 1171.0]

3 4 5 6 17 18
1\ 11| III. |\ III. |\ III.|IIl. | IIIl
II7. |\ III. |\ IIl.|IIl.|1II. |11l

13| 1. 1. 1. I. | III.| III.
1.0 14| I. I. I. I. | III.| Il
15| 1. 1. 1. I. | III.| Il
16 | 1. I. I. I. | III.| Il

Tehéat a IT1. kocka 20 : 16 ardnyban legy6zi az I. kockat, azaz kettejiikk csatajiban % = g
val6szintiséggel a I11-as nyer.
A harom kocka korbeveri egymaést, barmelyiket valasztja B anndl tud jobbat véalasztani A.

11.8. Jelolje a fehér golydk szamat f,a g)lrosakét p. A jelen feladatban tehat p = 10.
Két goly6 Gsszesen (p;rf ) = (/) p +f-l -féleképpen valaszthato ki és ebbdl pf esetben kiilon-
b6z6 szinl a két golyd. Akkor i 1gazsagos a jaték, ha ez fele az Gsszes esetnek:

P+ f)p+f—1) =4pf. (1)
A p =10 esetben ebbdl az alabbi mésodfoki egyenletet kapjuk f-re:
f2—21f 490 =0.

A maésodfoki egyenlet mindkét gydke pozitiv egész: fi = 6, fo = 15. Aldbb tédblazatban el-
lenérizziik a két megoldas helyességét:

() | G| pf
f=6 15 | 45 | 60

f=15]105 | 45 | 150

Az utols6 oszlopban 4ll6 szam az elézd két oszlopban allé6 két szdm Osszege, ami mutatja a
megoldasok helyességét.

11.9. A 11.8M. megoldasban felirt

(p+flp+f—1)=4pf.

egyenletet az altalanos esetben is kezelhetjiik f-re vonatkoz6é masodfoku egyenletként:

=@+ 1)f+plp-1)=0. (1)
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11. Jatékok Megoldasok

Ennek diszkriminansa:

Df=(2p+1)° —4p(p—1) =8p+ 1. (2)
Az f ismeretlen értéke csak akkor lesz egész, ha ez a diszkrimindns négyzetszam. A (2) alak
szerint ez paratlan is, tehat Dy egy pozitiv paratlan szam négyzete:

Dy = (20— 1% (3)

ahol n tetszéleges pozitiv egész szam. A (2-3) Osszefiiggésekbol

p= ﬁﬁﬂé:}l‘_ <Z>7 (4)

mig az 1 masodfoku egyenletre vonatkozé megolddképletbol

_2p+1£yDy n(n—-1)+1+2n-1)

f

2 2
azZaz
o nL Y
! :{ wogntr (-2 o (noly (5)
2 2 2

azaz pontosan akkor igazsigos a jaték, ha a piros és a fehér golydk szadma két szomszédos
haromszogszam.

11.10.
1. megoldas. Jeldlje a fehér golydk szamat f, a pirosakét p. A jaték pontosan akkor igazsigos,
ha
o(PY _ (Pt S
2 2 )
azaz ha

_p+f prf-1 (1)
p p—1 "~

Vegyiik észre, hogy a (1) Osszefiiggés bal oldaldn 4ll6 tortek egynél nagyobbak. Kénnyen megmu-

tathatd, hogy ilyen tortek szamlaléjat és nevezdjét eggyel-eggyel novelve a tort értéke csokken:

-1
p+f<p+f

2

)

p p—1
azaz )
ptf _ poptf-l @)
p p—1
A két oldalt kilon-kilon p-re rendezve kapjuk, hogy
(V2+1)f<p<1+(V2+1)f. (3)

A (3) reldcidknak minden f egész szdmhoz csak egyetlen p egész szam felel meg. Az elsé hét eset
osszevetve a (1) egyenlettel:

f becslés P %ﬁ . I%:l;l
f=112/4142 < p < 3,4143 p=3 |2
f=214,8284 < p < 5,8285 p= 21/10
f=3172426 < p < 8,2427 p= 55/28
f=419,6568 < p < 10,6569 |p=10|91/45
f=5112,0710 < p < 13,0711 | p =13 | 51/26
f=6]144852 <p < 154853 | p=15|2
f=7116,8994 < p < 17,8995 | p = 17 | 69/34

rd=9



Megoldasok 11. Jdtékok

Ebbdl lathato, hogy az f = 1, p = 3 par a legkisebb megoldas, mig a kovetkezd az f = 6,
p = 15 par és itt f paros.

2. megoldas. Jeldlje a fehér golyok szamat f, a pirosakét p. A jaték pontosan akkor igazsagos,

ha
py_(p+/f
o(2)-("2)

azaz ha

2p(p—1) =+ flp+f-1). (1)
Ez az egyenlet p-ben masodfoki:

p*—@2f+1)p—f(f-1)=0, (2)
amibdl

C2f+1+4/8f2+1
p - 2 9
tehat a 2f = F rovidito jeloléssel

P4 1+V2FT4 1
- ; .

p

Itt p pontosan akkor egész, ha F olyan egész szam, amelyre 2F2 + 1 négyzetszam. Ha viszont
2F? 4+ 1 négyzetszam, akkor paratlan, sét nyolcas maradéka 1, igy F paros és igy f is egész.
Tehat a feladat a

2F? +1=N? (3)

egyenletre, egy Pell egyenletre vezet. Errol a konkrét egyenletrdl olvashatunk a Bergengoc Pél-
datérban is (LASDDDDD!!!!). A (3) Pell egyenlet és feladatunk (pozitiv) valtozoit a

F+N+1 F
e (@)

Osszefliggések kapcsoljak Gssze.
A legkisebb megoldasokat prébalkozassal vagy Excellel is megtaldlhatjuk:
a) F=2 N=3 — p=3, [f=1;
b) F=12, N=17 = p=15, f =06, ez tényleg j6 b)-re, hiszen f paros.

11.11. A lehetséges leosztasok szdma (552) = 2598960

(4 (12Y 43
a) par: 13 (2()5(23*’) T égggggg ~ 0,4225690276, hiszen 13-féleképpen vilaszthato6 ki az a figura
5

vagy szam,amelybdl kettd lesz a kézben, annak négy szinébol (;1)—féleképpen valaszthato ki a par,
mig a maradék harom lap (132) - 43-féleképpen valaszthaté meg, hiszen nem lehet koztiik pér, igy
formajukat a maradék 12 figura ill. szam koziil tgy kell valasztani, hogy kiilonb6z6ek legyenek
((}7)), a sziniket pedig ezek utan tetszélegesen (4%).

13 ((4))2.
b) két pér: L2) ((Egg) = _ 12889 (0475390156, hiszen (')-féleképpen vdlaszthaté ki az
5

a két figura vagy szam, amelyekbdl par lesz a kézben, azok négy szinébdl rendre (g)—féleképpen
valaszthato ki a par, mig az 6t6dik lap az ezektdl a figuraktol kiilonbozé 44 lap koziil tetszdlegesen
véalaszthato.

(A (12) .42
¢) drill: 2 (3()5§)2) Lo 5012 (0211284514,

5
d) sor: Az Gsszes sorbdl le kell vonni a szinsorok (straight flush, a h feladatrészben) szamét.
Az bsszes sor szama: 10-4°, hiszen a sor legkisebb lapja tizféleképpen valaszthaté meg (lasd a h
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11. Jatékok Megoldasok

feladat megolddsat) és a sor minden tagjanak szine 4-4-féleképpen adhaté meg. A valésziniiség:
10-45—-40 __ 10200

(7~ 298000 0,0039246468.

e) flush: Az 6sszes egyszinii 6t6sbél le kell vonni a szinsorok (straight flush, a h feladatrészben)

szamat. Az Osszes egyszinll 6tos széma: 4 - (153) = 5148, mert a négy szin valamelyikébdl kell 5

. 13 —
lapot kivalasztani. A valdszintiség: £ (552) 0 _ 25591809860 ~ 0,0019654015.
5

2598960

5
g) poker: % = 5221 ~ 0,0002400960.
5

. 4 . . 4
£) full: = (3()521)2 (2) _ 87144 0014405762,

h) straight flush: Eg_gg = e = 0,0000153908, mert négyféleképpen valaszthaté ki a szin
5

és a sor legalacsonyabb lapja lehet Asz, 2,3, ..., 10. (Az Asz, 2, 3, 4, 5 lapok sort alkotnak, és
10-est6l Aszig is mehet sor, de kérbe nem mehet sor, pl. Kirdly nem lehet sor legkisebb lapja.)

11.12. a) Legyen a kockék szine piros (P), kék (K), z0ld (Z), sarga (S) és fehér (F)! Alabb
elkezdjiik Osszegylijteni az eseteket:
P \K|Z|S|F

G| W=
Ry [V WY Sy o=

1
1
1
1
1

DN DO =] =
=W =] W N
N[ ]| Wl DN W

A drillt adé lehetSségek szdma (g) -6 -5 -4 = 1200, hiszen az 6t kocka koziil (g)-féleképpen
valaszthatjuk ki azt a harmat, amelyeken egyforma szamok vannak, ennek értéke hatféle lehet,
a balrdl elsé kimaradd kockan az ettdl kiilonb6z6 6tféle szam barmelyike allhat, mig a még nem
emlitett kockara négyféle lehetGség van.

A kérdezett valésziniiség tehat

1200 1200 25
= ——— = —— =~ 0,1543209877.
6° 7776 162 '
b) kétfajta sor van: a kissor 1-t6l 5-ig, a nagysor 2-t6l 6-ig megy. Az egyes szamokat mindkét
esetben 5! = 120-féleképpen oszthatjuk ki a kockdk kozott, tehdt a kérdezett valdszintiség:

240 _ 5 =~ 0,0308641975
7776 162 :

11.13. Vazlatosan: Nem elég a két jatékos pontjanak varhatd értékét osszehasonlitani. Az
egyes pontparokkal, azaz a lehetséges meccsekkel kell szamolni.

Tehat jelolje Egg, Fos4, E10, 14 rendre azt az eseményt, hogy az Els6 jatékosnak 0, 4, 10 illetve
14 pontja van, mig Mg, Mo, Mog, Mos, M1, M14 rendre azt az eseményt, hogy Masodiknak 0,
4, 6, 8, 10 illetve 14 pontja van, valamint legyen F az az esemény, hogy Els6 nyer. A szabalyok
szerint

E = Eoy Moo + E19(Moo + Mos + Mos + Mog) + E14(Moo + Moy + Mo + Mog + M),

igy a p(F) valésziniiség is e képlet alapjan szamolandé. Végiil az = Gsszeg értéke a

pE) _ x
1—p(E) 100

aranyossagbdl szamithaté ki.

rdrd
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=

améteri geometriai eloszlasrol van szé.

11.14. a) A huzésok szama szepontjabdl egy p = % pa
1
=T -1,75.

Ennek varhato6 értéke, azaz a jaték atlagos hossza 5

NN

b) Ha nem fizet elézetesen semmit, akkor A véarhaté nyereménye, az F4 mennyiség kielégiti
az alabbi Osszefliggést :
4 2 1
Ey= —~0+—'(50+EA)+—'(20+EA),
7 7 7
hiszen az esetek % részében A azonnal zoldet hiz és igy nem nyer semmit, az esetek % részében
pirosat hiz, amivel 50 Ft-ot nyer és Gjrakezdi a jatékot — a tovibbiakban atlagosan F 4 Osszeget
nyer —, végiil az esetek % részében fehéret hiz, 20 Ft-ot kap és kezdi el6lrdl a jatékot. A fenti
egyenletbdl E4 = 30, tehat atlagosan 30 Ft-ot nyerne A, akkor igazsigos a jaték, ha ezt az x
Osszeget fizeti ki elére B-nek.

11.15. A vélasz %, ezt alabb indokoljuk.

Képzeljiik el Anna és Baldzs 6sszes lehetséges (n — 1) dobdsbdl allé sorozatait (ez 271 . 27~1
egyenld esélyli sorozatpar). Ezek koziil a esetben Anna dobott tobb fejet d esetben ugyannyi
fejet dobtak, mig b esetben Balazs dobott tobbet. Nyilvanvald, hogy a = b.

Anna most még egyet dob. Ha mar eddig is tobb fejet dobott, mint Balazs, akkor akar fejet,
akar frast dob néla lesz tobb fej. Ha eddig ugyanannyi fejet dobtak, akkor pontosan akkor lesz
nala tobb fej, ha 4j dobésa fej. Ha pedig Baldzs dobott az els6 (n — 1) dobasban tébb fejez,
akkor barmit dob, nm tudja megel6zni Balazst.

Tehét (2a+ d) esetben lesz Annéndl tobb fej, és (d+ 2b) esetben nem lesz nala tobb fej. Mivel
a =b, igy (2a+d) = (d+ 2b), azaz ugyanannyi esetben dobb t6bb fejet Anna, mint amennyiben
nem dob tobbet, a fent megadott vilasz igazolast nyert.

11.16.

1. megoldas. Osszesen (g) = 10 sorrendben lehet kihtizni mind az 6t goly6t. Az alabbi tablazat-
ban a nyer6 golyokat N-nel, a vesztoket V-vel jeloltiik és a bal oldali oszlopban 0sszegytijtottiik
a lehetséges kihtizasi sorrendeket.

sorrend | megallas | nyereség

NNVVV | N 10
NVNVV | N 10
NVVNV | N 10
NVVVN | N 10
VNNVV | VN 0
VNVNV | VN 0
VNVVN | VN 0

VVNNV | VVNN 0
VVNVN | VVNVN | —10
VVVNN | VVVNN | —10

A téblazat masodik oszlopaban azt irtuk le, hogy hol javasoljuk a jaték befejezését. Roviden
Osszefoglalva: jdtsszunk, de dlljunk meg azonnal, ha mdr nem veszteséges nekiink az adott jdaték,
illetve ha nem jutunk ilyen helyzetbe, akkor hiuzzuk ki az dsszes golyot.

A harmadik oszlopba irtuk az adott esethez tartozd nyereménytinket. A tiz eset egyenld esélyti,
igy az ebben az oszlopban taldlhaté szamok atlaga, a 2, az 4tlagos nyereményt adja meg, ha
a fenti stratégiaval jatsszuk mindig a jatékot. Mivel az atlagos nyeremény pozitiv, igy érdemes
jatszani a jatékot ezzel a stratégidval.

I. megjegyzés
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Ha az 1 pénz egy aranyrudat jelent, akkor erdsen meggondolandd, hogy jatsszunk, hiszen
komoly esélye van, hogy vesztiink és igy tonkremegyiink. Tehédt az ,,érdemes-e jatszani” kérdésre
a valasz nem csak a nyeremény varhat6 értékén mulik.

II. megjegyzés

Altaldban a Lstratégia” a tabldzat masodik, a ,megallds” oszlopdban taldlhatd sorozatok
megadasat jelenti. Nem irhatunk ide 10 tetszOleges sorozatot. Ha egyszer ugy dontottiink, hogy
valahol befejezziik a jatékot, akkor egy masik esetben nem folytathatjuk ugyanonnan tovabb
vagy nem allhatunk meg hamarabb: pl. nem lehet az NNVVYV esetben a megallas NN-nél 20-as
nyereménnyel, mig NVNVV esetén N-nél 10-es nyereménnyel. A megallas oszlopaban tehat egyik
sorozat sem lehet egy masik kezddszelete. Ugyanakkor mind a 10 sorozatnak kell legyen ebben
az oszlopban kezdGszelete (ami lehet maga az 6ttagl sorozat is), hiszen minden esetben el kell
tudnunk doénteni mikor allunk meg.

Megmutathatd, hogy a lehetséges stratégiak kozott nincs a fentinél jobb, azaz olyan, amelynél
a nyeremény atlagos értéke 2-nél nagyobb lenne.

2. megoldas. Kezeljiik a feladatot altalanosan! Az egyszertliség kedvéért legyen most a nyerd
goly6 huzasaért kapott illetve a vesztoért befizetend6 Gsszeg 10 helyett csak 1 egységnyi pénz
és jelolje n a nyerd golydk szamét, v pedig a vesztdkét. A jatékos optimdlis stratégia melletti
varhaté nyereményét jeldlje ebben az altalanos esetben E, ,.

E, ., > 0, hiszen ha a jatékos nem jatszik, akkor 0 a varhat6é nyereménye, és a ,nem jatszds”
is egy lehetséges stratégia, ennél egy optimalis stratégia nem lehet rosszabb.

Minden nemnegativ n és v értékhez tartozik egy-egy egyértelmiien meghatérozott E, , szam,
melynek alabb meg is adjuk a rekurziv el6allitasat. Ehhez el6szor is vegytik észre, hogy FEo, = 0
azaz ha nincs nyerd golyd, akkor nem érdemes jatszani, mig F,, o = n, tehat ha csak nyerd golyok
vannak, akkor azokat mind érdemes kihtzni. Tehdt az F), , szdmok meghatdrozasakor a Pascal
haromszoghtz hasonléan egy szamharomszoget kell kitoltentink, amelynek mar latjuk a ,,szélét”.

Az n >1,v > 1 esetben az E, , kifejezést rekurzivan allithatjuk el6 az alabbi gondolatmenet-
tel. Ha n nyer6 és v vesztd golyd van és huzunk, akkor nLJrv eséllyel nyerd golyét huizunk, tehat
nyeriink 1 pénzt és a létrejott dllapotban (n — 1) nyerd és v veszté golyé marad az urndban, mig

L eséllyel vesztd golydt hiuzunk, tehat vesztiink 1 pénzt és a létrejott allapotban n nyerd és

n+v
(v—1) veszt6 golyé marad az urndban. Persze lehet, hogy nem is érdemes hiizni. Ennek alapjin:

n-+v n-+uv

0 egyébként

{ "1+ En_1,)+ == (—1+ E,»—1) ha ez pozitiv (1)

A fenti abran leolvashatok a rekurzié alapjan kiszamolt F, j-értékek.

A konkrét feladat megoldasdhoz csak a sziirkén csikozott téglalapba eso értékeket kell sorban
meghatarozni, hogy eljussunk a vizsgdlt Fo 3 = % értékhez. Ez pozitiv, tehdt a ,,Kinek kedvez ez
a jaték? Erdemes-e kérni egyaltalan hizast?” kérdésekre az a valasz, hogy a jatékosnak kedvez
a jaték, érdemes htznia. A stratégia is leolvashatd, hiszen ahol 0 van a tdblézatban, ott nem
érdemes hiizni, azzal biztosan nem jarunk jobban. Igy a tablézat alapjan az elsé hizést kévetéen

pontosan akkor dllunk meg és nem jatsszuk végig a jatékot, ha olyan allapotot ériink el, amelyben
tobb veszto golyd van a dobozban, mint nyero.

12. Markov lancok

12.1.
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Megoldasok 12. Markov ldncok

4 @ Epy értékei

11.16M2.1. abra.

1. megoldas. A probanak 6t allapota van: V — a vitéz vesztett, Ag — még harom-, A; — még
két-, Ao — még egy préba van a vitéz el6tt, Ny — a vitéz nyert. Jelolje az egyes allapotokbol
indulva a vitéz nyerési esélyét py, po, p1, P2 és PNy. Ertelemszertien py = 0 és PNy = 1, mig a
tobbi ismeretlen Valészim'iséglie felirhaté elgy egyenletll"endszer.

3 3 3
Ag Aq Ao @
2 2 2
RNV
12.1M1.1. ébra.
Az 1. dbra alapjan:
1 0+ 2 1 n 2 1 N 2 1
po—3 32?17 p1—3p0 3192, p2—3p1 3 "
Az els6 és utolso egyenletbdl kifejezziik pi-gyel po-t illetve po-t és ezeket a kozépsd egyenletbe
helyettesitjiik:
1 (2 ) N 2 (1 N 2 1)
p1 = 3°\3 p1 3°\3 p1 3 )
azaz,
4 N 4 N 5 4 N 4
p1—9p1 9’ 9291—9, p1—5,
és ebbdl a keresett valészintiség pg = % -pL = %

2. megoldas. 1—85. A feladat a 12.2. feladatban vizsgalt Ferde foci egyik valtozata, a vitéz a
[0, 4] palyan ,focizik”, b = % eséllyel balra, j = % eséllyel jobbra 1ép, 1-r6l indul és 4-be szeretne
jutni.
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12. Markov ldncok Megoldasok

12.2. b) A keresett valészinliség 0. A valszamgeomeloszlas110ha. feladat alapjan ugyanis vila-
gos, hogy 1 valdszintiséggel lesz n = 6 egymaés utani dobas, amelyik mind fej. Ennyi egymast
kovet6 fej dobas biztos beviszi az egyik kapuba a labdat.

a) Jelolje az A jatékos nyerési esélyét — tehat azt, hogy a 6-os kapuba keriil a labda — p;, ha
kezdetben az i szamnal all a bérgolyd. Az értelmezés szerint tehat pg = 0 és pg = 1. Ha a labda
b valosziniiséggel megy balra és 1 — b = j valdszinliséggel jobbra, akkor

Pk = b *Pk—1 +.] *Pk+1, ha k € {1)2)3)4)5}7 (1)

az a) feladatban tehat
Pk—1+ Pk41
o= BT PheL 2)
A {pi} sorozat barmelyik tagja a szomszédainak szamtani kozepe, tehat ez a sorozat szamtani
sorozat. A sorozat 0. tagja 0, a 6. tagja 1, kozotte egyenletesen oszlik el:

4

_3 _4 _3
p3_67 p4_67 p5_6

1 2
b1 = 67 =
A kérdezett valésziniiség tehat po = %

c) A fenti (1) képletet most a b = 1, j = 2 paraméterekkel kell alkalmazni, tehat (2) analo-

gonjaként a

1-pr1+2-
DL = Pk—1 Prk+1 (3)

3
Osszefuggéshez jutunk. Képzeljiik el a

Pbo, P1, P2, P3, P4, P5, D6

szamokat a szamegyenesen. A (3) formula a vektorgeometriabdl ismert : gondoljunk az osztépont
helyvektorara. Ha igy néziink ra, akkor (3) eldrulja, hogy a pj szdmnak megfelel§ pont a szam-
egyenesen a py—1, Pr+1 szamoknak megfelel6 pontok harmadolépontja, méghozzd a pgi1-hez
kozelebbi harmadolépont.

Ha pg —ps = 1 — p5 = x, akkor p5 — ps = 2z, py — p3 = 4x, p3 — p2 = 8z, p2 — p1 = 162, végiil
p1 — po = p1 = 32x. Mivel

1=ps—po=(p6 —p5)+ (s —pa) +...+(p1 —po) =2+ 20+ ... + 32z,

) _ 1 1y
18Y ¥ = 19orat8+16+32 — 63 5

32 48 56 60 62

p1_637 p2_637 p3_637 p4_637 p5_63

A kérdezett valésziniiség tehat po = é—g.

12.3. 60%.

12.4. a) Akéarhol is van a kockdban a pont, ha 6tszor egymés utén felfelé 1ép, akkor biztosan
kijut a felszinre. Igy 1 valészintiséggel kijut a felszinre, hiszen az is igaz, hogy a térbeli négyzet-
racsban véletlenszeriien vandorld pont egy valészintiséggel fog egymas utan 6tszor felfelép 1épni.

5
Valéban, % valoszintiséggel felfelé 1ép és igy ,,csak” 1 >p=1— (%) = % valoszintiséggel nem

lesz 6t egymast kovetd 1épésének mindegyike felfelé irdnyt... (innen lisd a 7.8. feladatot).

b) A rendszernek most 6t allapota van: a pont lehet a kocka kozepén (K), a lap kézepén (L),
az €l kozepén (E), a cstcsnal azaz a sarkon (5), illetve lehet kint a felszinen (F'). Az 1. dbran
lathatok az egyes allapotok kozti atmeneti valdszinliségek.
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Megoldasok 13. A szords

=
(<]
W

1
6

12.4M.1. 4bra.

Mivel a kocka kozepébdl (K) indulva rogtén a lap kozepére (L) érkeziink, igy gy tekintjiik,
mintha onnan kezdédne a menet és az a kérdés, hogy melyik allapotba jutunk el hamarabb,
F-be vagy K-ba. Jelolje rendre

PK, pL, PE, bs, PF

annak valésziniiségét, hogy a K, L, E, S, F allapotbdl indulva elébb jutok F-be, mint K-ba.
A feladat (1 —pp) értékére kérdez ra, és tudjuk, hogy px = 0, pr = 1. Az 1. dbra alapjan az

alabbi egyenleteket irhatjuk fel:
4 N 1 2 n 2 N 2 3 n 3
pL = 6PE 6’ PE = 6PL 6PS 6’ bs = 6PE G

A két szE1s6 egyenletbdl kifejezziik pg-vel pr-t és pg-t és a kozépsdbe helyettesitiink:

2 (4 1 2 /3 3 2
PE=—<—pE+—>+—<—pE+—>+—,

6 \6 6 6 \ 6 6 6
azaz
- 14 n 20 N - 10
PE = 36PE 36 PE = 11’

és igy pr, = 4L, tehdt a kérdezett valészintiség: (1 — pr) = 2.
4
.

12.5. a) 0 (lasd pld a 12.4. feladatot). b)

13. A szoras

13.1. Ha n taghdl all a szamsokasag, akkor szérasnégyzetének — azaz tagjainak az atlagdél valé
eltérésének atlagos négyzetes eltérésének — n-szerese igy irhato:

nD? = (x1 —7)* + (12 —7)* + (23 —T)* + ... + (zn — T)%

Azok az x; elemek, amelyek kiviil vannak az [z — 2D;z + 2D] intervallumon egy-egy 4D?-nél
nagyobb tagot hoznak be a fenti egyenlet jobb oldalara, igy biztos, hogy 7-nél kevesebben vannak
(hiszen a t6bbi tag is nemnegativ). Tehat az adott intervallumon kiviil az elemeknek kevesebb,
mint 25%-a van, tébb mint 75% az intervallumban van.

Annak az adatsokasiagnak, melyben a tagok %—ed része megegyezik az atlaggal, mig a maradék
i-ed rész az atlagtol 2D-vel tér el — a fele felfelé, a fele lefelé, hogy ,,kijojjon” az atlag — a szorasa

éppen D, igy az allitds nem javithato.

13.2. Az %—ed résznél kevesebb. Tehat az elemek legalabb %—ed része, azaz kb. 88.89%-a az
intervallumon beliil van.
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14. Vegyes feladatok Megoldasok

13.3. Csebisev tulajdonsdg

Allitjuk, hogy ha egy H szamsokasag &tlaga T, szérdsa D és B > 1 tetszbleges szam, akkor
a szdmsokasdg elemeinek gz-nél kisebb része van az [x — BD;z + BD] intervallumon kiviil. Ha
ugyanis legalabb ennyi elem kiviil lenne, akkor azok atlagtdl vald tavolsdganak négyzetosszege
22(BD)? = nD?-nél t5bb lenne, igy a szérdsnégyzet is tébb lenne D2-nél.

13.4. Az 1.13. feladatban lattuk, hogy ha egy szamsokasdg minden eleméhez hozzaadunk a-t,
akkor a szamsokasag atlaga a-val nd, szérasa valtozatlan, mig ha A-val szorzunk minden elemet,
akkor az atlag és a széras is A-val szorzodik. Ebbdl kévetkezik, hogy a H];x szamsokasag atlaga

0, szorasa 1.

Definicié A HB L szdmsokasagot a H szadmsokasig standardizdltjanak nevezzik.

14. Vegyes feladatok

14.1. A nyolc babu helyét dsszesen (%)-féleképpen jelolhetjiik ki.

Azok a kijelolések felelnek meg a vizsgalt eseménynek, amelyekben az els6 sor valamelyik
mezbjén van az egyik babu (ez 8 lehetdség), a méasodik sor valamelyikén az el6z6 babu oszlopéatol
kiilonb6z6 helyen van egy mésik babu (ez 7, Osszesen eddig 8 - 7 lehetdség) stb. A megfeleld
lehet6ségek szama tehat 8!. A kérdezett valosziniiség:

8! 8!
(64) ~ 6463-62:61-60-59-5857
8 8l

B (8!)2
© 64-63-62-61-60-59 5857

~ 9.10946533799 - 1076,

1
14.3. .
14.5.

1. megoldés. a) A két allat csak az atlon talalkozhat, miutdn mindketté négyet lépett. Négy
1épését mindketten 2* = 16-féleképpen tehetik meg. Az atlé egyes mezSire mindkét dlat rendre

1, 4, 6, 4, 1

-féleképpen, tehat
1 4 6 4 1

2t7 24 b 9B ot

valészintiséggel juthat el. Igy annak valészinfisége, hogy az 4t16 egyik konkrét mezéjén taldlkoz-

zanak rendre
1 2 4 2 6 2 4 2 1 2
@) & @ @ &)

1+16+36+16+1 70 35
> = ors =138 = 0,2734375.

b) az a) esethez hasonléan az n x n-es tabldn a keresett valdsziniiség

(G + ()" + () +. 4 ()

22n

azaz 0sszesen
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Megoldasok 14. Vegyes feladatok

2. megoldas. a) Képzeljiik el, hogy a macska és az egér taldlkoznak, majd a macska az egér
nyomén visszafelé végighaladva elmegy az egérlukig. Ilymédon a macska a tabla egyik sarkabol
az azzal atellenes sarkdig jut el. Az ilyen utaknak a szamét adjdk meg a Pascal haromszog
szdmai: ez most (i) = 70.
A (macskénak) kedvezd esetek szdma tehét (i), mig dsszesen (24)2 eset van, igy a kérdezett
valészintiség :
& 70 35
=2 = — = — =(,2734375.
28 256 128
b) az a) esethez hasonléan az n x n-es tabldn a keresett valdsziniiség
2
()

14.6.

1. megoldas. Két csapatot valasztunk, egy Els6t és egy Mdsodikat. Ehhez azonban elég az
Els6 csapatot kivalasztani, a maradék lesz a Masodik. A kérdés igy is fogalmazhatd: Mennyi az
esélye, hogy az Elsé csapatba a két legjobb jdtékos kéziil pontosan egy keriil ?.

A 22 jatékosbdl az Elsd csapatban jatszo 11-et dsszesen (ﬁ)—féleképpen valaszthatjuk ki. Az a
kedvezo, ha ebbe a 11-be a 2 legjobb koziil 1-et, a maradék 20-bdl pedig 10-et valasztunk. Erre

() - (3)) lehetéség van. Az eredmény:

2y (20
2-11 11
p= (1()2(21)0) = Jpar = 5 © 0,5238095238.
11 11

2. megoldas. [17]
Képzeljiik el ugy, hogy egy sorban van egymas mellett 22 hely, az els6 11 helyre keriilokbol
fog allni az 1. csapat, a 12 — 22. helyre keriilokbdl pedig a 2. csapat. A két legjobb jatékos helyét

osszesen (%)-féleképpen valaszthatjuk ki a 22 helybdl. Az a kedvezd, ha egy-egy hely keriil az
11

) - (1) lehetéség van. A kérdezett valészintiség értéke:

els6 11 illetve a masodik 11 helyre, erre (

(O - _n
@ B

3. megoldas. Az els6 legjobb jatékost barmelyik csapatba rakjuk, a mésodik legjobb jatékosnak
mellé — az els6 csapatdba — még 10 helyre keriilhet, mig a mésik csapatba 11 helyre. Igy % R~
~ 0,5238095238 az esélye, hogy kiilonb6z6 csapatba keriilnek.

14.8. Lasd [4]:
http://matek.fazekas.hu/portal /tanitasianyagok/OroszGyula/Val/v4.html

14.9.

1. megoldas. Annak val6sziniisége, hogy 6t dobasbdl harom fej lesz (binomidalis eloszlés):

w = <§>p3(1 —p)%.

Abrézoljuk a fenti képlet jobb oldalan all6 kifejezést, mint p fiiggvényét a [0; 1] intervallumban !
(Hasznélhatjuk pl. a GeoGebra, Excel, Derive, Cabri stb szoftvert.)
A grafikonrdl leolvashatd, hogy két megoldds van, a d) valasz a helyes.
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14. Vegyes feladatok Megoldasok

14.9M1.1. 4bra.

2. megoldés. Helyettesitsiink a w értékét megadé f(p) = 10p*(1 — p)? fiiggvénybe a p; = %
p2 =2, p3 = 1 értékeket!

Tehat p; = % jO megoldés, de py = % tul nagy, mig ps = 1 tal kis értéket ad f(p) = w-re. Az f
fliggvény folytonos, igy e két érték kozott fol fogja venni a % értéket, tehat lesz egy olyan p a
[2,1] intervallumban, amelyre f(p) = 33. Ezért a d) vélasz a helyes.

14.1.

1. megoldas. Szamoljuk Gssze a rossz eseteket, azokat, amelyekben egymas mellé keriil legaldbb
két zo6ld golyd. Csoportositsuk a lehetGségeket az alabbiak szerint:

A: két szomszédos z0ld van, a mésik ketté nincs ezek mellett és egymads mellett sem;

B': harom szomszédos z6ld van, a negyedik nincs ezek mellett;

C': két-két szomszédos zold van, de a két par nem szomszédos;

D: mind a négy zold szomszédos.

A D esetben az 1 darab zold blokkot, a 3 piros és az 5 fehér golydt kell elrendezniink, erre
3?—5 = 504 lehet6ség van.

A C esetnek megfelelé 2 egyforma zold blokkot, a 3 piros és az 5 fehér golydt ﬁ%, = 2520-
féleképpen rendezhetjiik el, de ebben benne vannak azok a lehetéségek is, amikor a két zold
blokk is szomszédos. A rossz esetek épp a D esetet adjak, tehat a C-nek megfelel elrendezések
szama 2520 — 504 = 2016.

A B esetben 2 kiilonb6z6 méretli zold blokk van a 3 piros és az 5 fehér golyé mellett, {gy az
elrendezések szama ?},—%', = 5040, de ebben minden D-beli elrendezés is benne van kétszer: a négy
szomszédos z6ldbdl a bal oldali hdarom egy blokk, vagy a jobb oldali harom. A ténylegesen B-hez
tartozé esetek szama tehat 5040 — 2 - 504 = 4032.

Az A esetben 1 hosszi z6ld blokkot, 2 zdld, 3 piros és 5 fehér golyét kell elrendezniink, amire
#1,'5, = 27720 lehet6ség van. Ebben benne vannak a D-hez tartozé esetek hédromszor (a négy
szomszédos zold kozott a kettes blokk balra, kozépen vagy jobbra van), a C-hez tartozék kétszer
(a két kettes kozil melyik a valéban kettes blokk), és a B-hez tartozok is kétszer (a harom
szomszédos zold kozott melyik két szomszédos a kettes blokk). A valéban A-hoz tartozd esetk
szama tehat

27720 — 3-504 — 2 - 2016 — 2 - 4032 = 14112.

A ,rossz” esetek szama Osszesen:

504 + 2016 + 4032 + 14112 = 20664.

. ’ | , ’ .
Az bsszes eset szama % = 27720, tehat azoknak az eseteknek a szama, amelyekben ninc-

senek szomszédos zoldek 27720 — 20664 = 7056.
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Megoldasok 14. Vegyes feladatok

Annak valésziniisége, hogy nem keriil egymas mellé zold golyo

7056 14
—— = — ~ 0,2545454545.
27720 55 0,2545454545

2. megoldas. Helyezziik el el6szor a fehér és piros golyokat! Mindegyik sorrendjiik egyforman
valészinil. A zold golydkat, ha nem akarjuk, hogy legyenek koztiik szomszédosak, akkor ezek kozé
a golyok kozé kell elhelyezniink, mindegyik ,kézbe” legfeljebb egyet. Tehat ki kell valasztanunk
a 8 mar lerakott golyd kozti és melletti helyek — Osszesen 9 hely — koziil azt a 4-et, amelybe
tesziink egy-egy zold goly6t. A lehetéségek szama tehdt (7).

Most szamoljuk Ossze az dsszes esetet! 12 helyre kell leraknunk golydkat. A 12 helybdl a zoldek
helyét (lf)—féleképpen valaszthatjuk meg. A maradék 8 helyre keriilnek a pirosak és a fehérek,
amelyeket mér fent sem kiillonboztettiink meg egyméstdl (mindegyik elrendezésiik ugyanannyis-
zor szamitana az eléz6 bekezdésben is, mint itt). A keresett valdsziniiség:

#) 9-8-7-6 8:7-6 14
ACla— = = —— ~ 0,2545454545.
(') 12-11-10-9 12-11-10 55

14.2.
1. megoldas. Lasd http://www.komal hu/verseny/feladat.cgi 7a=feladat&f=B3858&]=hu

2. megoldas. Jeldlje n kozlekedési lampa esetén annak esélyét, hogy nem talalkozunk kézvetleniil
egymés utan két tilos jelzéssel p,. Tehdt p; = 1 és py = 1 — 0,42 = 0,84. Tekintsiink most n
lampa esetét, ahol 2 < n.

Ha az utols6 lampa piros (ennek esélye 0,4), akkor az el6tte levének zoldnek kell lennie (ennek
esélye 0,6) és az els6 (n — 2) lampa tetszOleges, csak ne legyen két egymast kovetd piros (ennek
esélye p,_2).

Ha viszont az utols6 lampa zold (ennek esélye 0,6), akkor az elétte levé (n — 1) lampa tet-
sz6leges, csak ne legyen koztiik két egymast kovetd piros (ennek esélye pj,_1).

Ennek alapjan a rekurzio:

Pn = 074 : 076 “Pn—2 + 076pn—1-

A sorozat tagjait Excel vagy OpenOffice Calc programmal is kiszamithatjuk:

pr=1 p2=084  p3=0744  ps=0,648;
ps = 0,56736; pe = 0,495936; p7 = 0,433728; ps = 0,37926144.
Tehat a kérdezett valosziniiség 0,37926144.

14.2. Egy adott szam akkor lesz a kisebbik kihiizott szam, ha 6t kihtuztak, és a masik kihtizott
szam a nala nagyobb szamok koziil keriilt ki. Igy a kedvez6 esetek szama konnyen kiszamolhato.
Alabb figyelembe vessziik, hogy Gsszesen () = (120) = 45 eset van.

Jelolje x a legkisebb szamot! Ekkor

9 8 7
p(x=1) T p(x =2) TR p(x =3) s ;
=8 = =9 = p=10)=0
- X = VR X = 45 bX = =Y,
altaldban tehédt p(x =) = lggi, ahol 7 € {1,2,3,...,10}.
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a) A kisebbik szam legval6sziniibb értéke tehdt 1.
b) A kisebbik szdm varhaté értéke:

1-94+2-8+3-7+...+8-2+9-1

10
E=)i-p(x=1)=
=1 45

165 11
=~ — —~ ~ 3.6666666667.
45 3 ’
n—i

c) Mivel most p(x =1i) = (—;), igy a varhaté értékre vonatkozé formula ebben az esetben
2

n
E:Zi-p(xzi) n—l ZZ n—i)
i=1

A fenti képlet végén egy Osszeg all, amelynek tagjai olyan szorzatok, amelyben a két tényezd
osszege n. Tehat a szorzétabla (n — 1)-edik atlojaban &ll6 szamokrdl van szé. A K.1.20.79. fela-

datbdl tudjuk, hogy ennek az osszegnek az értéke ("H) azaz
E_ 2 n+1\ 2 (n+1Lnn—-1) n+1
Cnn-1\ 3 ) nnh-1) 3.2 3

Ez az eredmény osszhangban van a b) feladatra kapott specidlis esetre vonatkozé eredménnyel.
d) A
pix=i+1) mn—-i-1
p(x =1) n—i
hényados értéke mindig kisebb 1-nél, tehét i novekedtével p(y = ¢) értéke is né, azaz a kisebbik
szam legvalosziniibb értéke az 1.

14.3. Jeldlje x a masodik legkisebb szdamot! Ekkor dltalaban

(1) - (%)

rif ~ 0,1333333333,
(2)

( ) ( )

( ) ( ) ~ 0,2142857143,
pix = 5) = 08G) & 01904761905 p(x = 6) = Gléf)fv()l428571429

( ) ( ) %

( ) (

(1)1
1~ 0,0333333333,

a) A fenti adatok alapjan a mésodik legkisebb szam legvaldsziniibb értéke a 4.
b) A fenti adatokkal az
8 8 .
. . -1 10—
=2
Osszeget az Excel vagy az OpenOffice Calc programmal kiszamolva az F =~ 4,4 kozelito értékhet

jutunk. Valdjaban ez a pontos eredmény, mint ahogy az altalanos eset levezetésébol alabb kideriil.

Q7



Megoldasok 14. Vegyes feladatok

c) Az altalanos esetben a varhaté érték osszeg alakja:

= 12 (i-1\ (n—i
E=Niplx=i)=-=7 i : =
sinci=m s (1) ()

2 2iti—1) (n—i

-5 ()

azZaZzZ

2O ()

A K.I1.20.79M3 példamegolddshoz hasonléan kombinatorikai értelmezést adunk a (;) ("5 " kife-
jezésnek és a beldle felépiilé osszegnek. Ha az

1, 2, 3 ..., n-1), n, (n+1)}

halmaz elemeibdl kivalasztunk 6t6t, akkor az (i + 1) szdm épp ennyiféleképpen lehet a kozépsé.
Valoban, az
{1, 2, 3, 4, ..., (i—1), i}

szdmok koziil kell kivalasztani kettét, a két legkisebb szamot — ez (;) lehet&ség — és az
G+, (+3), . (-1, n (+1)

szamok koziil — tehdt (n—i) szdm koziil - is kettét, a két legnagyobbat — ez (" " lehetéség. Az 1
jobb oldalan talalhaté 6sszegben, ahogy haladunk i-vel sorra vessziik a lehetoségeket a kozépso

szdmra, tehat az osszeg értéke (";1) Igy

L2 (ne1) 2 el Beed)
Z) 5 n-(n—1)-(n—2)-(n—3) 5
432
Pl. n =10 esetén FE = % = 4,4 6sszhangban a b) feladat eredményével.
d) Mivel
i1y (n—i
p(X:Z):(l)'(Q)
(1)
igy , ,
pix=i+1) it o)

P =0 (-1 e -1 () @

Az i novekedtével meddig né p(y = i) értéke, tehat meddig nagyobb 1-nél a (2) tort értéke? A

i-(n—1i—2)
(i=1)-(n—1)

= in—i2—2i>in—il—n+i<n>3i

>l<<=i-n—i—2)>@G{—-1)(n—1i) <=

levezetés szerint ha i < 3, akkor még érdemes novelni i-t, tehat az 7 tort felsd egészrészénél
van a maximum (az §-nal nem kisebb legkisebb egésznél) illetve, ha % egész, akkor az ennél
eggyel nagyobb szamndl is maximalis a valészinfiség. pl. n = 10 esetén 5 = 3,3. .., {gy 4-nél van

a maximum, ahogy az a) feladatbaan lattuk is. De n = 12 esetén 4 és 5 egyarant maximalis.
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14. Vegyes feladatok Megoldasok

14.1. Igen, lehetséges. Jeloljiik a jatékosokat Els-pontjuk szerinti erésorrendben az 1, 2, 3, .. .,
9 szamokkal! Az alabbi tablazat az I., I1., I111. csapatok egy olyan Osszeallitasat tartalmazza,

amelynél a csapatok korbeverik egymast.

I. csapat | I1. csapat | I1. csapat
1. tabla: 1 2 3
2. tabla: 6 4 5
3. tabla: 8 9 7

Az erésorrendek szerint az I. csapat 2 : 1-re veri a I1. csapatot, a I1. csapat ugyanilyen ardnyban
gyoz a II1. ellenében, végiil a I1]. csapat is 2 : 1-re az I-t.

14.6.

1. megoldas. Szamozzuk meg a perselyeket 1-t6l 30-ig, az l-est és a 2-est torjik Ossze. i =
=1,2,...,30—ra legyen 7 (i) az i. perselyben 1é6v6 kulcshoz tartozé persely szama. Ez egy per-
mutécié, ennek ciklikus szerkezetét vizsgaljuk. Ha az i. perselyt kinyitottuk, akkor a 7(i)-ediket
is ki tudjuk nyitni, vagyis pontosan akkor tudunk kinyitni minden perselyt, ha az eredeti 2
feltort persely kozott minden ciklusnak van legaldbb egy eleme. Ezek szerint ekkor csak 1 vagy
2 ciklus lehet. Ezen esetek szaméat kiilon-kiilon leszamlaljuk.

1 ciklus: Egy ciklus igy irhat6 fel az 1-est6l kezdve: (lasas .. .aso), ez Osszesen 29!-féle lehet.

2 ciklus: Ekkor az 1. és a 2. persely kiilénb6z6 ciklusokban vannak, ezek

(lasay ... ax), és (2ap+1ak42 - .. a3p).
Az agay . ..a3g sorozat 28!-féle lehet, k pedig lehet 2, 3, ..., 30, vagyis 29-féle, igy az esetek
szama itt is 29! A kérdéses valdszinliség tehat 29%‘5!29! = 1;61 = %5

2. megoldas. Miel6tt a felnyitashoz kezdenénk, rakjuk sorba a perselyeket azzal a kettével
kezdve, amelyeket majd feltoriink, és irjuk rajuk a sorszamukat. Miutan taldlomra dobtuk be
a kulcsokat, és taldlomra valasztottuk ki a két feltorni szant perselyt, ezért minden eset, igy
minden elrendezés egyenld valészintiséggel fog 1étrejonni.

Most feltorjiik az els6 perselyt. Ha a sajat kulcsa volt benne, akkor félretessziik, és a masodikat
torjiik fel. Ha nem a sajat kulcsat tartalmazza, akkor ezek utan mindig azt nyitjuk ki, amelyiknek
a kulcsat megtalaltuk az el6z6 laddaban. Ha kozben elékeriil a méasodik persely kulcsa is, akkor
azt fel sem kell térni, hanem csak ki kell venni és folytatni a sort. Ebben az esetben akkor akad
meg a sor, ha az elsé persely kulcsa keriil el6. Ha az els6 persely kulcsa keriil el elébb, akkor a
masodikban talalhaté kulccsal folytatjuk a sort. Ilyenkor akkor akadunk el, ha a masodik kulcs
keriil el6. Més olyan kulcs nem keriilhet el6, ami egy mar felnyitott ladahoz tartozik, hiszen
minden kulcsbdl pontosan egy van, ezért egy felnyitott ladanak kulcsa mar korabban elékeriilt
(kivéve az els6 két 1ladat, amit feltoriink). Ha elkertilt mar az elsé és a masodik lada kulcsa
is, de nem nyitottunk még ki minden lddat (ezek a szdmunkra kedvezétlen esetek), akkor a
legkisebb sorszamu fel nem bontott ladat torjiik fel és igy fejezziik be a perselyek kinyitasat.
Ilyen médon a perselyekbe dobott kulcsok minden elrendezéséhez hozzarendeltiik a felnyitott
perselyek sorrendjét.

A felnyitott laddk sorrendje alapjan vissza is tudjuk rakni a kulcsokat az eredeti ladakba.
Akkor j6 egy a felnyitott ladak egy sorrendje, ha az utolsé helyen az els6, vagy a masodik lada
all. Barmelyik persely el6tt a tobbi lada barmely sorrendje ugyanolyan valdszintiséggel fordul
elé, tehdt az utolsé helyen minden persely ugyanolyan valdszintiséggel all. A 30 1adabdl 2 jo,
tehat a keresett valdszintiség 2/30, azaz 1/15.
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Megoldasok 14. Vegyes feladatok

14.7. Pérositsuk a permutéciokat! Az (i1, 12, ... ,in—1, in) permuticié parja legyen az (iy, in—1, . .
permutacié. Minden szampar e két Fermutamo kozul pontosan az egyikben &ll inverziéban, tehat
a kettOben egylitt Osszesen ” inverzié van. Igy egy permutéciéban atlagosan ennek a

n(n—1)
4

fele, azaz inverzié van.

14.9. 1 (lasd a 9.4. feladatot)
14.10. A ciklus hossza egyenletes eloszldsi, mindegyik hossznak ugyanannyi — 35 — az esélye.

14.11. Legyen a Xy valosziniliségi valtoz6 értéke %, ha a k szdm olyan ciklusban van, ame-
lynek hossza m. Igy mindegyik ciklus valészintiségi valtozéi értékeinek sszege 1, tehét az Gsszes
valoszintiségi valtozo értékének Osszege a véletlen permutacio ciklusainak szama.

Elegend6 a x; valészinliségi valtozé varhato értékét kiszdmolni, tehat azt, hogy egy rogzitett
szam — pl. k = 1 — ciklushosszanak reciproka atlagosan mekkora. Tehat

n
1
E, = Z —p(az 1 ciklusdnak hosszam).
m=1 m
A valszam9evfjatek110701haperm150egycikhossz feladatbdl tudjuk, hogy adott elem
ciklusanak hossza egyenletes eloszlast, tehét

1 1 1 1 1
—=—(1l4+=-4+-+...+—
n n
azaz a keresett varhato érték

1 1
E:E1+E2+...+En:n-E1:1+§+§+...+—

14.12. Altaldnosan kezeljiik a kérdést 2n tojdssal. Tekintsiik a tojasokat kiilonboz6knek! A 2n
kiillonb6z6 tojas Gsszes parositasainak szamat kétféleképpen is kiszamoljuk.

I. médszer az Osszes parositisra

Rogzitsiik a tojasok egy sorrendjét. A sorban elsd tojasnak (2n — 1)-féleképpen vélaszthatunk
part. A sorban kovetkezd elsé olyan tojasnak, amelynek még nincs pérja (2n — 3)-féleképpen
vélaszthatunk pért. Igy tovdbbhaladva a parositdsok szdméra

2n—-1)-2n—-3)-...-3-1
adédik.
II. médszer az Osszes parositasra
A parokat igy is kialakithatjuk: rendezziik sorba a 2n tojast, és a sorban elsének legyen a parja
a masodik, a harmadiknak a negyedik, stb. A 2n tojasnak Osszesen (2n)! kiilénb6z6 sorrendje
lehetséges, de ezek szambavételekor sokszorosan szdmoljuk a parositasokat. Minden parositast

n! - 2n-szer szamolunk meg, mert a parokat egymaéas kozott n!-féleképpen rendezhetjiik at, és
mindegyik par két elemét kétféleképpen rakhatjuk sorba. Ezért a parositasok szama:

(2n)!
n!.2n’

Jelélje AF a 2n kiilonboz6 goly6 olyan parositasainak szdmat, amelyekben pontosan k egyszinti
par van. (Vigyazat, a k itt nem kitevs, hanem egy feliilre helyezett index!) Az alabbi specidlis
értékek értelemszeriien adédnak a jelolésbol:

A1 =, At =1, A™ =0, ham>n.

n n

a0

., 42,141)
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Rekurziét irunk fel a tobbi szimbdélum értékének meghatarozasara. Ehhez el6szor is rogzitsiik az
egyik fehér tojast. Vegyiik sorba az Gsszes olyan parositast, amelyben pontosan k egyszinli par
van. Barmely ilyen parositasnal nézziik meg, hogy milyen szint a rogzitett fehér golyd pérja.
Ha fehér, akkor a maradék (2n — 2) tojast gy kell parba allitani, hogy (k — 1) egyszin{i pért
kapjunk. Ha nem fehér a pér, akkor 2 - (n — 1) masik tojds lehet. Nézziik meg a rogzitett fehér
tojds parjaval egyszinti masik tojas parjat. Ha ez fehér, akkor a maradék (2n —4) tojast ugy kell
parba allitani, hogy pontosan k egyszinii part kapjunk. Ha nem fehér ez a tojas, akkor nézziik
meg a vele egyszinli masik tojas parjat ... Valahany 1épésben bezarul a kor, a fehér tojashoz
jutunk. Ha nem azonnali a zarédas, akkor a ciklusban nem volt azonos szinii par, igy a maradék
tojasok péarositdsaban kell pontosan k egyszinti parnak lennie. Igy a maradék tojdsok szdma
legaldbb 2k. Képletben:

AL = AT 42 (n—1) - AF 42 (n—1) - (n—2)- Af_;+...

2Rl =) =2) - (k1) - AR

Az els6 néhany értéket az alabbi tablazatban foglaltuk 6ssze:

AF n
0]1]2]3] 4[5
0 1[0]2] 8] 60 [544
1 0/1]0] 6 [ 32300
k 2 0JoJ1]0[127]80
3 0JoJo[ 1] 020
4 ojojoJo[ 1T ToO
5 ofojJoJo[ o1
| Osszes pérositas: | [ 1]3[15]105] 945 |

A tablazatbdl a valdszinliségek is megkaphatdk, k£ = 0, 1, 2, 3, 4 és 5 esetén rendre a

544 300 80
R—S 1 — 1746031 — = 4 4
0,5756613757, oI5 0,3174603175, oa% 0,0846560847,

945
20 ~ 0,0211640212 0 L ~ 0,0010582011
945 ~ ! ’ ’ 945 ~ b
értékeket kapjuk.
14.2.
35 " 10 1
5.0 360 1 g~ 0,1111111111.
365 10 365 10

Részletesebben lasd http://stattrek.com/Lessonl/Bayes.aspx.

14.1. Vizsgéljuk azt a hat csicsot, amelyet a két pontharmas lefoglal! Nézziik meg, hogy ez a
hat pont hanyféleképpen bonthaté két pontharmasra és azok koziil hany esetben metszi illetve
nem metszi egymast a két haromszog!

A hat cstcsbdl hdrom (g) = 20-félekéépen valaszthato ki, de mindegy hogy az harmast vagy a
komplementerét valasztjuk ki, igy csak 10 eset van. A koron a hat pont gy helyezkedik el, hogy
konvex burkuk hatszog, igy pontosan akkor nem metszi egymast a két haromszog, ha az egyik
és a masik harmas is harom, a koron haladva egymast kdveté pontbél all. Ez 3 eset mindegyik
lehetséges ponthatosra.

A kérdezett valésziniiség %.

14.2. Valasz: Paros n esetén i — mig paratlan n esetén i + 4(k—3—2)'

3
4(n—1)>

o1
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Alkalmazott roviditések

Konyvek neveinek roviditései

Al Algebra, 7-8. évfolyam
ATl Algebra, 9-10. évfolyam
AIIT Algebra, 11-12. évfolyam

ALG.IT Algoritmusok, 9-10. évfolyam
ANAL.IIT  Analizis, 11-12. évfolyam

F.I Figgvények, 7-8. évfolyam

F.II1 Fiiggvények, 11-12. évfolyam

G.I Geometria, 7-8. évfolyam

G.II Geometria, 9-10. évfolyam

G.I11 Geometria, 11-12. évfolyam

GR.II Specialis grafelméleti példak, 9-10. évfolyam
K.I Kombinatorika, 7-8. évfolyam

K.II Kombinatorika, 9-10. évfolyam

K.III Kombinatorika, 11-12. évfolyam

S7.1 Szamelmélet, 7-8. évfolyam

SZ.11 Szamelmélet, 9-10. évfolyam

V.II Valoszintiségszmités és statisztika, 9-10. évfolyam

VV.III Varosok viadala, 11-12. évfolyam
ZARUB Nemzeti versenyek, 11-12. évfolyam

Segitség és megoldas jelzése

A feladatok sorszamandl kerek zardjelben ,M” és |S” jelzi, ha a feladathoz (M)egoldds vagy
(S)egitség taldlhato.
Példaul 5. (M) Oldjuk meg a ... vagy 5. (MS) Oldjuk meg a ...

Hivatkozas jelzése

A feladatok sorszamanal szogletes zardjelben zardjelben szam jelzi a feladat szarmazasat vagy
kapcsolatat mutatd hivatkozast az ,,Ajanlott irodalom” részben.
Példdul: 4. [20.] Oldjuk meg a ...

(0323



Alkalmazott roviditések

oA



Irodalomjegyzék

1]

2]

[10]

[11]

[12]

Tusnddy Gabor Bognar Jéanosné, Nemetz Tibor: Ismerkedés a véletlennel. Kozépiskolai
szakkori flizetek sorozat. Budapest, 1980, Tankdnyvkiadé. ISBN 963 17 4813 8.
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Kft. ISBN 963 1627888.
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Koényvkiad6. ISBN 963 10 2070 3.
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